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I. КИНЕМАТИКА 
Занятие №1 «Прямолинейное движение» 

Рекомендуемое задание №1 

Прямолинейное движение точки описывается уравнением S = 4t4+ 2t2 + 7. Най-

ти скорость и ускорение точек в момент времени t = 2 (с) и среднюю скорость за пер-

вые 2 (с) движения.  

Решение: 

Мгновенную скорость находим как производную пу-

ти по времени S′: 

( ) dS
t

dt
υ  = 16t3 + 4t = 16·23 + 4·2 = 136 (м/с). 

Мгновенное ускорение определяется первой произ-

водной от скорости по времени υ′ или 2й производной от пу-

ти по времени S″: 

( ) d
a t

dt

υ
 = 

2

2

d S

dt
 = 48t2 + 4 = 48·22 + 4 = 196 (м/с2). 

Средняя скорость (не средняя путевая!!!), по определению, – модуль переме-

щения тела ∆S за интервал времени ∆t, отнесённый к этому времени ∆t: 

υ  = 
S

t

∆
∆

 = 1 0

1 0

S S

t t

−
−

 = 
4 2 4 24 2 2 2 7 4 0 2 0 7

2 0

⋅ + ⋅ + − ⋅ − ⋅ −
−

 = 
79 7

2

−
 = 36 (м/с). 

Здесь S1 и S0, соответственно, – положение тела (координата) в конечный t1 и началь-

ный t0 момент времени. 

Ответ: υ(t) = 136 (м/с), a(t) = 56 (м/с2), υ (t) = 36 (м/с). 

Рекомендуемое задание №2 

Материальная точка движется прямолинейно с начальной скоростью 

υ0 = 10 (м/с) и постоянным ускорением 5a = −  (м/с2). Определить, во сколько раз путь 

∆S, пройденный материальной точкой, будет превышать модуль её перемещения ∆r 

спустя t = 4 (с) после начала отсчёта времени.  

Решение: 

1 способ. Кинематическое уравнение равнопеременного 

движения в общем виде: 
2

0 0 2

at
x x t= = υ + . 

В нашем случае: 

х = 10t – 2,5t2. 

Дано: 

S = 4t4+ 2t2 + 7 

t0 = 0 (с) 

t1 = t = 2 (с) 

υ(t) = ? 

a(t) = ? 

υ (t) = ? 

СИ: 

Дано: 

υ0 = 10 (м/с) 

5a = −  (м/с2) 

t1 = 0 (с) 

t = 4 (с) 

r

S

∆
∆

 = ? 

СИ: 
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Т. е. координаты тела в начальный и конечный моменты времени: 

х0 = 10·0 – 2,5·02 = 0;   х = 10·4 – 2,5·42 = 0. 

А следовательно, перемещение: 

∆r = х – х0 = 0. 

Путь – это сумма модулей перемещений. У нас же ускорение отрицательное, и 

тело в какой-то момент времени пойдёт в обратном направлении, т. е. произойдёт 

смена знака скорости. Найдём момент времени, когда скорость обратится в ноль. 

Зависимость скорости от времени при равнопеременном движении: 

υ = υ0 + at. 

Откуда: 

0t
a

υ − υ= . 

Следовательно: 

t2 = tυ = 0 = 2 (с). 

Тогда путь будет равен: 

∆S = |S1| + |S2|, 

где S1 – перемещение тела за время от t1 = 0 до t2 = 2 (с);  

S2 – перемещение тела за время от t2 = 2 (с) до t3 = 4 (с). 

Перемещение тела равно разности координат конечной и начальной: 

S = х – х0. 

Перемещение S1 равно: 

S1 = υ0t2 +
2

2
2at

 – υ0t1 – 
2

2
1at

 = υ0t2 +
2

2
2at

. 

Откуда: S1 = 10·2 – 2,5·22 = 10 (м). 

Аналогично для S2: 

S2 = υ0t3 +
2

2
3at

 – υ0t2 – 
2

2
2at

 = 10·4 – 2,5·42 – 10·2 – (-2,5)·22 = -10 (м). 

Или путь: 

S = |υ0t2 +
2

2
2at

| + |υ0t3 +
2

2
3at

 – υ0t2 – 
2

2
2at

| = 10 + |-10| = 20 (м). 

Окончательно: 

r

S

∆
∆

 = 
0

20
 = ∞ не имеет смысла. 

2 способ. Путь – это сумма модулей перемещений. У нас же ускорение отрица-

тельное, и тело в какой-то момент времени пойдёт в обратном направлении, т. е. произой-

дёт смена знака скорости. Найдём момент времени, когда скорость обратится в ноль. 

По определению мгновенное ускорение: 

a = 
dt

dυ
. 
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Тогда зависимость скорости от времени при равнопеременном движении: 

υ = ∫adt  = υ0 + at. 

Откуда: 

0t
a

υ − υ= . 

Следовательно: 

t2 = tυ = 0 = 2 (с). 

Тогда путь будет равен: 

∆S = |S1| + |S2|, 

где S1 – перемещение тела за время от t1 = 0 до t2 = 2 (с);  

S2 – перемещение тела за время от t2 = 2 (с) до t3 = 4 (с). 

По определению мгновенная скорость: 

υ = 
dt

dS
 => 

перемещение S1: 

S1 = ∫
2

1

t

t

dtυ  = ( )∫ +
2

1

0

t

t

dtatυ  = 
2

1

2

2

0

t

t

at
t 








+υ  = υ0t2 +

2

2
2at

 – υ0t1 – 
2

2
1at

 = υ0t2 +
2

2
2at

. 

Откуда: 

S1 = 10·2 – 2,5·22 = 10 (м). 

Аналогично для S2: 

S2 = υ0t3 +
2

2
3at

 – υ0t2 – 
2

2
2at

 = 10·4 – 2,5·42 – 10·2 – (-2,5)·22 = –10 (м). 

Или путь: 

S = |υ0t2 +
2

2
2at

| + |υ0t3 +
2

2
3at

 – υ0t2 – 
2

2
2at

| = 10 + |-10| = 20 (м). 

Перемещение же за время от t1 = 0 до t3 = 4 (с): 

∆r = ∫
3

1

t

t

dtυ  = 
3

1

2

2

0

t

t

at
t 








+υ  = υ0t3 +

2

2
3at

 = 10·4 – 2,5·42 = 0 (м). 

Окончательно: 

r

S

∆
∆

 = 
0

20
 = ∞ не имеет смысла. 

Ответ: 
r

S

∆
∆

 = 0. 

Рекомендуемое задание №3 

Камень, брошенный вертикально вверх, упал на землю через 2 (с). Определить путь 

и перемещение камня за 1; 1,5; 2 (с). Какую скорость приобретёт камень за эти промежут-

ки времени? Чему равна средняя скорость перемещения камня за всё время движения?  
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Решение: 
1 способ. 1) Тело находилось в 

полёте 2 (с), т. е. половину времени 

вверх, половину вниз (сопротивление 

воздуха не учитываем). Тогда путь за 

первую половину времени найдём, как 

если бы тело падало с высоты с нулевой скоростью. В данной 

ситуации перемещение r1 за время t1 совпадёт с пройденным пу-

тём S1. По определению перемещение: 

r1 = S1 = х1 – х0 = υ0t1 + 
2

2
1gt

 – υ0t0 – 
2

2
0gt

 = 
2

2
1gt

. 

Откуда: 

r1 = S1 = 
2

181,9 2⋅
 = 4,905 (м). 

Путь за время t2 складывается из 2
х: перемещение r1 и перемещение ∆r за время 

(t2 – t1), т. е.: 

S2 = |r1| + |∆r|. 

Модуль перемещения за второй отрезок времени найдём исходя из того, что 

тело падает с нулевой скоростью из наивысшей точки: 

∆r = 
2

)( 2
12 ttg −

 = 
2

5,081,9 2⋅
 ≈ 1,226 м => S2 = 4,905 + 1,226 = 6,131 (м). 

Путь за всё время равен удвоенному значению подъёма: 

S3 = 2S1 = 9,81 (м). 

2) Перемещение за время t2: 

r2 = х1 – х0 = υ0t2 – 
2

2
2gt

. 

Найдём начальную скорость. Зависимость скорости: 

υ = υ0 – gt, => υ0 = υ + gt. 

Рассмотрим момент времени, когда тело находится в наивысшем положении, 

т. е. υ = 0, тогда: 

 υ0 = gt1 = 9,81·1 = 9,81 (м/с2). 

Окончательно перемещение: 

r2 = gt1t2 – 
2

2
2gt

 = gt2(t1 – 
2
2t ) = 3,679 (м/с). 

Аналогично перемещение за время t3: 

r3 = gt1t3 – 
2

2
3gt

 = gt3(t1 – 
2
3t ) = 0 (м/с). 

3) Зависимость скорости от времени при равнозамедленном движении: 

υ = υ0 – gt. 

Дано: 

t = 2 (с) 

t1 = 1 (с) 

t2 = 1,5 (с) 

t3 = 2 (с) 

g = 9,81 (м)/c2 

1) Si = ? 

2) r i = ? 

3) υi = ? 

4) υ (t) = ? 

СИ: 

S2 
S3 

t 

S1   r1 

r2 

y 
g  



 

11 

Следовательно: 

υ1 = υ0 – gt1 = gt1 – gt1 = 0 (м/с); 

υ2 = υ0 – gt2 = gt1 – gt2 = g(t1 – t2) = 9,81·(1 – 1,5) = –4,905 (м/с); 

υ3 = υ0 – gt3 = gt1 – gt3 = g(t1 – t3) = 9,81·(1 – 2) = –9,81 (м/с). 

Минус показывает, что скорости направлены вниз. 

2 способ. 1) Тело находилось в полёте 2 (с), т. е. половину времени вверх, половину 

вниз (сопротивление воздуха не учитываем). Тогда путь за первую половину времени най-

дём, как если бы тело падало с высоты с нулевой скоростью. В данной ситуации переме-

щение r1 за время t1 совпадёт с пройденным путём S1. По определению перемещение: 

r1 = S1 = ∫
1

0

t

dtυ  = ( )∫ +
1

0

0

t

dtgtυ  = ∫
1

0

t

gtdt  = 
1

0

2

2

t
gt

 = 
2

2
1gt

, 

что известно из курса средней школы. Откуда: 

r1 = S1 = 
2

181,9 2⋅
 = 4,905 (м). 

Путь за время t2 складывается из 2
х: перемещение r1 и перемещение ∆r за время 

(t2 – t1), т. е.: 

S2 = |r1| + |∆r|. 

Модуль перемещения за второй отрезок времени найдём исходя из того, что 

тело падает с нулевой скоростью из наивысшей точки: 

∆r = ∫
− 12

0

tt

dtυ  = ( )∫
−

+
12

0

0

tt

dtgtυ  = ∫
− 12

0

tt

gtdt = 
12

0

2

2

tt
gt

−

 = 
2

)( 2
12 ttg −

 = 
2

5,081,9 2⋅
 ≈ 1,226 (м). 

Следовательно: 

S2 = 4,905 + 1,226 = 6,131 (м). 

Путь за всё время равен удвоенному значению подъёма: 

S3 = 2S1 = 9,81 (м). 

2) Перемещение за время t2: 

r2 = ∫
2

0

t

dtυ  = ( )∫ −
2

0

0

t

dtgtυ  = 
2

0

2

0 2

t

gt
t 








−υ  = υ0t2 – 

2

2
2gt

. 

Найдём начальную скорость. Зависимость скорости: 

υ = υ0 – gt = > υ0 = υ + gt. 

Рассмотрим момент времени, когда тело находится в наивысшем положении, 

т. е. υ = 0, тогда: 

υ0 = gt1 = 9,81·1 = 9,81 (м/с2). 

Окончательно перемещение: 

r2 = gt1t2 – 
2

2
2gt

 = gt2(t1 – 
2
2t ) = 3,679 (м/с). 
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Аналогично перемещение за время t3: r3 = gt1t3 – 
2

2
3gt

 = gt3(t1 – 
2
3t ) = 0 (м/с). 

3) Зависимость скорости от времени при равнозамедленном движении: 

υ = υ0 – gt. 

Следовательно: 

υ1 = υ0 – gt1 = gt1 – gt1 = 0 (м/с); 

υ2 = υ0 – gt2 = gt1 – gt2 = g(t1 – t2) = 9,81·(1 – 1,5) = -4,905 (м/с); 

υ3 = υ0 – gt3 = gt1 – gt3 = g(t1 – t3) = 9,81·(1 – 2) = -9,81 (м/с). 

Минус показывает, что скорости направлены вниз. 

Ответ: S1 = 4,9 (м); S2 = 6,12 (м); S3 = 9,8 (м); r1 = 4,9 (м); r2 = 3,7 (м); r3 = 0; 

υ1 = 0; υ2 = 4,9 (м/с); υ3 = 9,8 (м/с); υ (t) = 0. 

Рекомендуемое задание №4 

Велосипедист ехал из одного пункта в другой. Первую треть пути он проехал 

со скоростью υ1 = 18 (км/ч). Далее половину оставшегося времени он ехал со скоро-

стью υ2 = 22 (км/ч), после чего до конечного пункта он шёл пешком со скоростью 

υ3 = 5 (км/ч). Определить среднюю скорость υ  велосипедиста.  

Решение: 

Средняя скорость по определению, перемещение 

тела за интервал времени, отнесённое к этому времени: 

                                    
1 22

S S

t t t
υ = =

+
.                               (1) 

Найдём время, затраченное на 1й участок: 

t1 = 1

1

S

υ
 = 

13

S

υ
. 

Найдём время, затраченное на 2й и 3й участок: 

2
2

2

S
t =

υ
,    3

3
3

S
t =

υ
. 

Учтём, что t2 = t3, тогда 

2t2 = 
2,3

2 3S

υ
, 

где 2,3υ  – средняя скорость на 2х последних участках: 

2,3υ  = 
2 3

2 3S

t t+
 = 2 3

22

S S

t

+
 = 

2

1 ( 2

2

S

t
+ 3

3

S

t
) = 

2

1 ( υ2 + υ3) => 

2t2 = ( )2 3

2 3

2

S

υ + υ
 = ( )2 3

4

3

S

υ + υ
. 

Дано: 

S1 = S/3 

υ1 = 18 (км/ч) 

t2 = t3 

υ2 = 22 (км/ч) 

υ3 = 5 (км/ч) 

СИ: 

 

5 (м/с) 

 

6,11 (м/с) 

1,38 (м/с) 

υ  = ?  
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Подставим все времена в (1): 

υ  = 

1 2 3

4
3 3( )

S
S S+
υ υ + υ

 = 1 2 3

1 3 2

3 ( )

4

υ υ + υ
υ + υ + υ

. 

После подстановки численных значений: 

υ  = 
3 5(6,11 1,39)

4 5 6,11 1,39

⋅ +
⋅ + +

 = 
112,5

27,5
 = 4,09 (м/с) = 14,7 (км/ч). 

Ответ: υ  = 14,6 (км/ч). 

Рекомендуемое задание №5 

Две автомашины движутся по дорогам, угол между которыми α = 60°. Ско-

рость автомашин υ1 = 54 (км/ч) и υ2 = 72 (км/ч). С какой скоростью υ удаляются ма-

шины одна от другой?  

Решение: 

Движение идёт по меньшему 

углу перекрёстка, т. е. между α. 

Рассмотрим движение 1й ав-

томашины относительно 2й. Как буд-

то она удаляется от второй (которая якобы «стоит» на месте).  

Тогда 1я движется со скоростью: 

( )1 2 1 2υ = υ − υ = υ + −υ
� � � � �

, 

т. е. она едет со своей скоростью и в обратную сторону движения вместо второй 

машины. 

Переходя от векторов к модулям скоростей, применим теорему косинусов:  

 2 2
1 2 1 22 cosυ υ υ υ υ α= + − . (1) 

Подставим численные значения: 

υ = 2 215 20 2 15 20 0,5+ − ⋅ ⋅ ⋅  = 325 ≈ 18,03 (м/с) ≈ 64,9 (км/ч). 

2 способ. Движение идёт по большему углу пере-

крёстка, т. е. между β. Аналогично рассуждаем. 

Рассмотрим движение 1й автомашины относитель-

но 2й, которая находится на месте. Тогда 1я движется со 

скоростью: 

υ
�

 = υ
�

1 –υ
�

2 = 1υ
�

 + ( 2−υ
�

). 
 

Переходя от векторов к модулям скоростей, применим теорему косинусов:  

 2 2
1 2 1 22 cosυ = υ + υ − υ υ β . (1) 

Дано: 
α = 60° 

υ1 = 54 (км/ч) 

υ2 = 72 (км/ч) 

СИ: 
 

15 (м/с) 

20 (м/с) 

υ = ?  

υ  

υ 1 

υ 2 

α 
β 

-υ 2 

перекрёсток 

перекрёсток 

υ  

υ 1 υ 2 
α 

υ  

-υ 2 
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Выразим β через угол α. В параллелограмме: 

2α + 2β = 360º => β = 180 – α. 

Тогда : 

сosβ = сos(180 – α) = - сosα. 

Тогда теорема косинусов в новом виде физическом: 

 2 2
1 2 1 22 cosυ = υ + υ + υ υ α . (2) 

υ = 5,0201522015 22 ⋅⋅⋅++  = 925 ≈ 30,41 (м/с) ≈ 109,49 (км/ч). 

Ответ: υ = 109 (км/ч). 

Рекомендуемое задание №6 

Движение точки по прямой задано уравнением Х = At + Bt2, где А = 2 (м/с);  

В = - 0,5 (м/с2). Определить среднюю путевую скорость υ  точки в интервале времени 

от t1 = 1 (с) до t2 = 3 (с).  

Решение: 

По определению: 

                            υ путевая = 
S

t∆
.                                     (1) 

Время: 

                           2 1t t t∆ = − .                                          (2) 

Найдём путь S, пройденный телом. Кинематическое 

уравнение движения имеет вид: 

Х = υ0t + 
2

2at
 = 2t – 0,5t2. 

Поскольку 
2

а
 = –0,5; то ускорение а = –0,5 · 2 = –1 (м/с2) отрицательно, на-

правление скорости и движения поменяется. Определим момент времени, когда это 

произойдёт. В этот момент скорость будет равна нулю. 

Скорость есть первая производная координаты по времени: 

υ = Х′ = υ + аt = 2 – t. 

Приравняем её к нулю: 

2 - t = 0=> t = 2 (с). 

Тогда путь 

 S = |S1| + |S2|, (3) 

где S1 – перемещение за время от t1 = 1 (с) до t = 2 (с);  

S2 – перемещение за время от t = 2 (с) до t2 = 3 (с).  

Найдём первое перемещение: 

S1 = х(t) – х(t1), 

Дано: 
Х = At + Bt2 

А = 2 (м/с) 

В = - 0,5 (м/с2) 

t1 = 1 (с) 

t2 = 3 (с) 

υ путевая = ? 

СИ: 
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где х(t) – координата тела в момент времени t;  

х(t1) – в момент времени t1.  

Тогда: 

S1 = At + Bt2 – (At1 + Bt1
2) = A(t – t1) + B(t2 – t1

2) = 2(t – t1) – 0,5(t2 – t1
2) 

или 

S1 = 2·1 – 0,5·3 = 0,5 (м). 

Второе перемещение: 

S2 = х(t2) – х(t) = At2 + Bt2
2 – (At + Bt2) = 

= A(t2 – t) + B(t2
2 – t2) = 2(t2 – t) – 0,5(t2

2 – t2) 

или 

S2 = 2·1 – 0,5·5 = -0,5 (м). 

Откуда путь:  

S = |2(t – t1) – 0,5(t2 – t1
2)| + |2(t2 – t) – 0,5(t2

2 – t2)| = 0,5 + |-0,5| = 1 (м). 

Окончательно, подставив все значения, средняя скорость: 

υ путевая = 
2

|5,0|5,0 −+
 = 0,5 (м/с). 

Ответ: υ путевая = 0,5 (м/с). 

Рекомендуемое задание №7 

Тело массой m = 0,5 (кг) движется прямолинейно, причём зависимость пройденно-

го телом пути S от времени t выражается уравнением S = А – Bt + Ct2 – Дt3, где С = 5 (м/с2),  

Д = 1 (м/с3). Найти силу F, действующую на тело в конце первой секунды движения.  

Решение: 
II закон Ньютона: F = ma. 

Ускорение есть вторая производная пути по 

времени: 

а = S″ = (А – Bt + Ct2 – Дt3)″. 

Первая производная, она же скорость: 

S′ = (–B + 2Ct – 3Дt2)′ = 2C – 6Дt. 

Вторая производная: 

                   а = S″ = 2C – 6Дt. 

Окончательно сила: 

F = ma = m(2C – 6Дt). 

Подставим численные значения: 

F = 0,5·(2·5 – 6·1·1) = 2 (Н). 

Ответ: F = 2 (Н). 

Рекомендуемое задание №8 

Уравнение скорости имеет вид: υ = 2; υ = 0,3 + 4t; υ = t; υ = 20 – 6t; υ = –2 + 3t. 

Запишите уравнение перемещения и постройте графики скорости и перемещения. 

Дано: 
m = 0,5 (кг) 

Х = А – Bt + Ct2 – Дt3 

С = 5 (м/с2) 

Д = 1 (м/с3) 

t = 1 (с) 

F = ? 

СИ: 
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Решение: 
1. По определению мгновенная скорость: 

υ = 
dt

dS
 => dS = υdt, 

тогда перемещение найдём интегрированием: 

S = ∫ dtυ . 

Теперь найдём интегралы. 

S1 = ∫ dt2  = 2t + C, положим везде С = 0.  

Тогда 

S1 = 2t, 

S2 = ( )∫ + dtt43,0  = 0,3t + 2t2;  S3 = ∫ tdt  = 
2

2t
, 

S4 = ( )∫ − dtt620  = 20t – 3t2;  S5 = ( )∫ +− dtt32  = –2t + 1,5t2. 

2. Построим по числам графики скорости и перемещения: 

t 0 1 2 3 4 5 6

υ1 2 2 2 2 2 2 2

υ2 0,3 4,3 8,3 12,3 16,3 20,3 24,3

υ3 0 1 2 3 4 5 6

υ4 20 14 8 2 -4 -10 -16
υ5 -2 1 4 7 10 13 16

S1 0 2 4 6 8 10 12

S2 0 2,3 8,6 18,9 33,2 51,5 73,8

S3 0 0,5 2 4,5 8 12,5 18

S4 0 17 28 33 32 25 12
S5 0 -0,5 2 7,5 16 27,5 42

Зависимость скорости от 
времени

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

30

0 1 2 3 4 5 6
t, c

υ1 υ2 υ3 υ4 υ5

Зависимость перемещения от 
времени

-10

0

10

20

30

40

50

60

70

80

0 1 2 3 4 5 6

t, c

S1 S2 S3 S4 S5

 

Дано: 
υ1 = 2; υ2 = 0,3 + 4t 

υ3 = t; υ4 = 20 – 6t 

υ5 = –2 + 3t 

Si = ? 

υ(t); S(t) = ? 

СИ: 
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Рекомендуемое задание №9 
Рядом с поездом на одной линии с передними буферами паровоза стоит чело-

век. В тот момент, когда поезд начал двигаться с ускорением а = 0,1 (м/с2), человек 
начал идти в том же направлении со скоростью υ = 1,5 (м/с). Через какое время t по-
езд догонит человека? Определите скорость υ1 поезда в этот момент и путь, пройден-
ный за это время человеком.  

Решение:  

1. Поезд и человек пройдут одинаковый путь. 

Движение человека равномерное: 

Sчел = υt. 

Движение поезда равноускоренное: 

Sп = υ0t + 
2

2

аt
 = 

2

2

аt
. 

Так как левые части уравнения одинаковые, то и правые 
части уравнений равны: 

υt = 
2

2

аt
 

или 

2
t

a

υ=  = 
2 1,5

0,1

⋅
 = 30 (с) – время встречи после начала движения. 

2. Зависимость скорости от времени при равноускоренном движении для поезда: 
υ1 = υ0 + аt = аt = 0,1·30 = 3 (м/с). 

3. Путь, пройденный за это время человеком: 
Sчел = υt = 1,5·30 = 45 (м). 

Ответ: t = 30 (с); υ1 = 3 (м/с); S = 45 (м). 

Рекомендуемое задание №10 

Точка движется прямолинейно со скоростью, зависимость которой от времени 

выражается уравнением υ = 2,5t2 + 10t. Определите путь, пройденный точкой за 5 (с) 

движения.  

Решение: 
По определению мгновенная скорость: 

υ = 
dt

dS
 => dS = υdt, 

тогда перемещение найдём интегрированием: 

S1 = ∫
2

1

t

t

dtυ . 

Подставим вместо скорости её функциональную зависимость от времени и 

проинтегрируем в пределах от t1 = 0 (с) до t2 = 5 (с): 

Дано: 
а = 0,1 (м/с2) 

υ = 1,5 (м/с) 

υ0 = 0 (м/с) 

t = ? 

υ1 = ? 

S = ?  

СИ: 

Дано: 

υ = 2,5t2 + 10t 

t = 5 (с) 

S = ? 

СИ: 
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S = ( )∫ +
2

1

105,2 2
t

t

dttt  = 
5

0

2
3

5
3

5,2








+ t

t
 = 2

3

55
3

55,2 ⋅+⋅
 = 229,2 (м). 

Ответ: S = 231,3 (м). 

Домашнее задание №1 

Тело прошло первую половину пути за время t1 = 2 (с), вторую – за время 

t2 = 8 (с). Определить среднюю путевую скорость υ  тела, если длина пути S = 20 (м).  

Решение: 

По определению средняя путевая скорость есть весь 

путь, отнесённый ко всему времени: 

υ  = весь

всё

S

t
 = 1 2

1 2

S S

t t

+
+

 = 
1 2

2 2S S

t t

+
+

 = 
1 2

S

t t+
. 

Подставим численные значения: 

υ  = 
20

2 8+
 = 2 (м/с). 

Ответ: υ  = 2 (м/с). 

Домашнее задание №2 

Движение материальной точки задано уравнением Х = At + Вt2, где А = 4 (м/с), 

В = -0,05 (м/с2). Определить момент времени, в который скорость υ точки равна нулю. 

Найти координату и ускорение в этот момент. Построить графики зависимости коор-

динаты, пути, скорости и ускорения этого движения от времени.  

Решение: 

1. Мгновенная скорость есть первая производная 

координаты по времени: υ = Х′ = (At + Вt2)′ = A + 2Вt. 

Выразим время: 
2

А
t

В

υ −=  = 
0 4

2 ( 0,05)

−
⋅ −

 = 40 (с). 

2. Координата в этот момент времени: 

Х = 4·40 – 0,05·402 = 80 (м). 

Ускорение есть производная скорости по времени: 

а = υ′ = (A + 2Вt)′ = 2В = 2·(–0,05) = –0,1 (м/с2). 

3. Выразим зависимость пути от времени. Т. к. движение сначала – торможе-

ние, затем движение в обратном направлении, то путь будет состоять из двух частей: 

перемещение вперёд от 0 (с) до t = 40 (с), и модуль перемещения обратно от 40 (с) до 

бесконечности. 

[ ]
( ]

2

2

0;40

80 | 80 | 40;

At Bt t
S

At Bt t

 + ∈=  + − − ∈ ∞
. 

Дано: 

t1 = 2 (с) 

S1 = S2 = S/2 

t2 = 8 (с) 

S = 20 (м) 

υ  = ? 

СИ: 

Дано: 

Х = At + Вt2 

А = 4 (м/с) 

В = -0,05 (м/с2) 

υ = 0 (м)/с 

t = ? 

х = ? а = ? 

Х(t); S(t); υ(t); а(t) 

СИ: 



 

19 

Построим по числам графики перемещения, пути, скорости и ускорения: 

t 0 20 40 60 80 100
Х 0 60 80 60 0 -100
S 0 60 80 100 160 260
v 4 2 0 -2 -4 -6
а -0,1 -0,1 -0,1 -0,1 -0,1 -0,1

-150
-100
-50

0
50

100
150
200
250
300

0 20 40 60 80 100

t, c

Х S

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

0 20 40 60 80 100

t, c

v а

 
Ответ: t = 40 (с); х = 80 (м); а = –0,1 (м/с2).  

Домашнее задание №3 

Тело брошено с балкона вертикально вверх со скоростью υ0 = 10 (м/с). Высота 

балкона над поверхностью земли h = 12,5 (м). Написать уравнение движения и опреде-

лить среднюю путевую скорость υ с момента бросания до момента падения на землю.  

Решение: 

1. Кинематическое уравнение движения в об-

щем виде, с учётом того, что движение на старте 

равнозамедленное: 

y = h + υ0t – 
2

2

gt
. 

 

В нашем случае: 

y = 12,5 + 10t – 4,905t2. 

2. По определению: υ путевая = 
t

S

∆
. 

Время найдём исходя из того, что координата у = 0 в момент приземления: 

4,905t2 – 10t – 12,5 = 0. 

Корни квадратного уравнения: 

t = 
905,42

)5,12(905,4410010

⋅
−⋅⋅−±

 => 

t = 
81,9

25,34510±
 = 

81,9

581,1810±
. 

Дано: 

υ0 = 10 (м/с) 

h = 12,5 (м) 

g = 9,81 (м/с2) 

υ(t) = ? 

υ путевая = ? 

СИ: 

g  

υ 0 

y 

h
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Годится только «+» =>: 

∆t ≈ 2,91345 (с). 

Найдём путь S, пройденный телом. Поскольку ускорение g против оси, направ-

ление скорости и движения поменяется. Определим момент времени, когда это про-

изойдёт? В этот момент скорость будет равна нулю. 

Скорость есть первая производная координаты по времени: 

υ = У′ = υ0 – gt = 10 – 9,81t. 

Приравняем её к нулю: 

10 – 9,81t = 0=> t ≈ 1,01937 (с). 

Тогда путь: 

 S = h + 2|∆S|, 

где ∆S – перемещение вверх до остановки (и от максимальной высоты до балкона) 

за время от t0 = 0 (с) до t = 1,01937 (с). 

∆S = υ0t – 
2

2gt
 = 10t – 4,905t2 = 10·1,01937 – 

2

1,0193781,9 2⋅
 ≈ 5,097 (м). 

Откуда путь 

S = 12,5 + 2·|5,097| = 22,694 (м). 

Окончательно, подставив все значения, средняя скорость: 

υ путевая = 
2,91345

694,22
 ≈ 7,789 (м/с). 

0твет: υ путевая = 7,77 (м/с). 

Домашнее задание №4 

Поезд движется прямолинейно со скоростью υ0 = 180 (км/ч). Внезапно на пути 

возникает препятствие, и машинист включает тормозной механизм. С этого момента 

скорость поезда изменяется по закону υ = υ0 – αt2, где α = 1 (м/с3). Каков тормозной 

путь поезда? Через какое время после начала торможения он остановится?  

Решение: 

По определению перемещение: 

S = 
2

1

t

t

dtυ∫  =>, 

S = ( )
2

1

2
0

t

t

t dtυ − α∫  = 
3

0

0
3

t

t
t

 αυ − 
 

 = υ0t – α
3

3t
. 

Найдём время остановки. Скорость конечная будет равна нулю: 

0 = υ0 – αt2 =>, 

t = 
α
υ0  = 

1

50
 ≈ 7,07 (c). 

Дано: 

υ0 = 180 (км/ч) 

υ = υ0 – αt2 

α = 1 (м/с3) 

S = ? 

t = ? 

СИ: 

50 (м/с) 
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Тогда тормозной путь, равный перемещению: 

S = 50·7,07 – 1·
3

7,073

 ≈ 235,7 (м). 

Ответ: S = 230 (м); t = 7 (с). 

 

Занятие №2 «Криволинейное и вращательное движение» 

Рекомендуемое задание №1 

С башни высотой Н = 25 (м) горизонтально брошен камень со скоростью 

υ0 = 15 (м/с). Определить: 1) сколько времени камень будет в движении; 2) на каком 

расстоянии Sх от основания башни он упадёт на землю; 3) с какой скоростью υ он 

упадёт на землю; 4) какой угол φ составит траектория камня с горизонтом в точке его 

падения на землю. Сопротивление воздуха не учитывать.  

Решение: 

Движение камня разложим на 

2 составляющие: по оси Х движение 

равномерное, по оси У движение рав-

ноускоренное. 

1. Для нахождения времени полёта воспользуемся форму-

лой равноускоренного движения – перемещение вдоль оси У: 

Sу = H = υ0уt + 
2

2gt
 = 

2

2gt
, 

учли, что начальная скорость по оси У равна нулю: υ0у = 0, т. е. интересующее нас 

время: 

t = 
g

H2
 = 

81,9

252 ⋅
 ≈ 2,258 (c). 

2. Для нахождения дальности полёта воспользуемся формулой равномерного 

движения – перемещение вдоль оси Х: 

Sх = υ0хt = υ0t = υ0
g

H2
 = 15·2,258 = 33,87 (м), 

учли, что скорость по оси Х не изменяется, т. е. υ0х = υ0. 

3. Для нахождения скорости приземления рассмотрим треугольник векторов 

скоростей на рисунке. По теореме Пифагора: 

υ = 2 2
х уυ + υ . 

Скорость по оси Х, как уже отмечалось, не изменяется: υх = υ0. 

Дано: 

Н = 25 (м)  

υ0 = 15 (м/с) 

1. t = ? 

2. Sх = ? 

3. υy; υ = ? 

4. φ = ? 

СИ: υ 0 

φ 

х 
υ x 

υ у υ  

y 

g  H 

Sx 
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Зависимость скорости при равноускоренном движении с начальной скоростью, 

равной нолю, по оси У: 

υу = υ0уt + gt = gt = g
g

H2
 9,81·2,258 = 22,151 (м/с). 

Тогда полная скорость приземления: 

υ = 

2

2
0

2H
g

g

 
υ +  

 
 = ( )2

2
0 2Hgυ +  = 2

0 2Hgυ +  = 215 2 25 9,81+ ⋅ ⋅  ≈ 26,749 (м/с). 

4. Из треугольника скоростей в точке приземления: 

υх = υ0 = υсosφ. 

Тогда угол приземления камня: 

φ = arcсos 0υ
υ

 = arcсos 0

2
0 2Hg

υ
υ +

 = arcсos
15

26,749
 = 

= arcсos0,56077 ≈ 55,891º = 55º53,5′. 

Ответ: t = 2,26 (с); Sx = 33,9 (м); υy = 22,1 (м/с); υ = 26,7 (м/с); φ = 55°48′. 

Рекомендуемое задание №2 

Точка движется по окружности радиусом R = 2 (м) согласно уравнению (кси) 

ξ = At3, где А = 2 (м/с3). B какой момент времени t нормальное ускорение аn точки бу-

дет равно тангенциальному аτ. Определить полное ускорение а в этот момент.  

Решение: 

1. По определению нормальное ускорение: 

аn = 
2

R

υ
. 

Тангенциальное ускорение – первая производная линейной 

скорости по времени υ′: 

аτ = 
d

dt

υ
. 

По определению мгновенная скорость – первая производная перемещения по 

времени ξ′: 

υ = 
d

dt

ξ
 = 

( )3d Аt

dt
 = 3Аt2. 

Тогда нормальное ускорение: 

 аn = 
( )223Аt

R
 = 

2 49А t

R
, (1) 

Дано: 

R = 2 (м) 

ξ = At3 

А = 2 (м/с3) 

аn = аτ 

1. t = ? 

2. а = ? 

СИ: 
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тангенциальное ускорение: 

 аτ = 
( )23d Аt

dt
 = 6Аt. (2) 

По условию нормальное и тангенциальное ускорения равны, т. е.: 
2 49

6
А t

At
R

= . 

Сократим на А, t и 3: 
33

2
Аt

R
= , 

выразим время: 

t = 3
2

3

R

А
 = 3

2 2

3 2

⋅
⋅

 ≈ 0,87358 (с). 

2. По определению полное ускорение: 

а = 2 2
nа аτ+ . 

Подставим формулы (1) и (2): 

а = 
22 4

2 29
36

А t
А t

R

 
+ 

 
 = 

4 8
2 2

2

81 t
36

А
А t

R
+ . 

Вынесем за знак корня 9А2t2: 
2 6

2

9
3 4

А t
a At

R
= + . 

Подставим выражение времени: 

а = 3А 3

3

2

А

R
4

3

2
9

2

3

6

2

+









R

А

R
А

 = 3А 3

3

2

А

R
49

4
9

2

2

2
2

+
R
А

R
А

 =  

= 3А 3

3

2

А

R
44+  = 3 8А 3

3

2

А

R . 

Подставим численные значения: 

а = 3·2,8284·2·0,87358 ≈ 14,825 (м/с2). 

Ответ: t = 0,872 (с); а = 14,8 (м/с2).  
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Рекомендуемое задание №3 

Точка движется по окружности радиусом R = 4 (м). Начальная скорость υ0 

точки равна 3 (м/с), тангенциальное ускорение аτ = 1 (м/с2). Для момента времени 

t = 2 (с) определить: 1) длину пути S, пройденного точкой, 2) модуль перемещения 

|∆r|, 3) среднюю путевую скорость υ путь, 4) модуль вектора средней скорости |υ |.  

Решение: 

1. Длина пути по окружности 

(дуга): 

       S = Rφ.   (1) 

Угол поворота за время t: 

   φ = ω0t + 
2

2

tε
, (2) 

где ω0 = 0

R

υ
 – начальная угловая скорость. 

Тангенциальное ускорение при движении по окружности: 

 аτ = εR.  (3) 

Тогда угловое ускорение 

 ε = 
a

R
τ .  (4) 

Подставим выражения (3) и (4) в (2): 

φ = 0

R

υ
t + 

2

2

а t

R
τ  = 

4

3
2 + 

42

21 2

⋅
⋅

 = 2 (рад) ≈ 114,59°. 

Окончательно длина пути: 

S = R( 0

R

υ
t + 

2

2

а t

R
τ ) = υ0t + 

2

2

а tτ  = 3·2 + 
21 2

2

⋅
 = 8 (м). 

2. Из рисунка в прямоугольном треугольнике: 

2r

R

∆
 = sinφ, 

откуда перемещение: 

|∆r| = 2Rsin
2

ϕ
 = 8·0,84147 ≈ 6,732 (м). 

3. По определению средняя путевая скорость есть весь путь, отнесённый ко 

всему времени: 

υ путевая = 
S

t
 = 

2

8
 = 4 (м/с). 

Дано: 

R = 4 (м) 

υ0 = 3 (м/с) 

аτ = 1 (м/с2) 

t = 2 (с) 

1. S = ? 

2. |∆r| = ? 

3. υ путь = ? 

4. |υ | = ? 

СИ: 

R 

υ 0 а τ 

S 

∆ r  

φ 
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4. Средняя скорость, по определению, модуль перемещения тела ∆r за интер-

вал времени ∆t, отнесённый к этому времени ∆t: 

|υ | = 
r

t

∆
 = 

6,732

2
 ≈ 3,366 (м/с). 

Ответ: S = 8 (м); |∆r| = 6,73 (м); υ путь = 4 (м/с), |υ | = 3,36 (м/с).  

Рекомендуемое задание №4 

Колесо вращается с постоянным ускорением ε = 5 (рад/с2). Найти линейную 

скорость точки обода колеса в момент времени t = 5 (с) от начала вращения, если 

радиус колеса R = 2 (см).  

Решение: 

Так как ускорение постоянно при движении по 

окружности, т. е. движение равноускоренное: 

ω = ω0 + εt = εt. 

Линейная υ и угловая скорости ω связаны 

соотношением: 

υ = ωR. 

Или: 

υ = εtR = 5·5·0,02 = 0,5 (м/с). 

Ответ: υ = 0,5 (м/с). 

Рекомендуемое задание №5 

Колесо радиусом R = 0,1 (м) вращается так, что зависимость угла поворота 

радиуса колеса от времени: φ = А + Bt + Ct3, где В = 2 (рад/с), С = 1 (рад/с2). Для точек, 

лежащих на ободе колеса, найти следующие величины через t = 2 с после начала 

движения: 1) угловую скорость ω; 2) линейную скорость υ; 3) угловое ускорение ε; 

4) тангенциальное ускорение аτ; 5) нормальное ускорение аn.  

Решение: 

1. Угловую скорость находим как производную угла 

по времени S′: 

ω = φ′ = B + 3Ct2 = 2 + 3·1·22 = 14 (рад/с). 

2. Линейная скорость связана с угловой 

соотношением: 

υ = ωR = (B + 3Ct2)R = 14·0,1 = 1,4 (м/с). 

3. Угловое ускорение определяется первой производ-

ной от угловой скорости по времени ω′ или 2й производной 

от угла по времени φ″: 

ε = ω′ = φ″ = 6Ct = 6·1·2 = 12 (рад/с2). 

Дано: 

ε = 5 (рад/с2) 

t = 5 (с) 

ω0 = 0 (м/с) 

R = 2 (см) 

СИ: 

 

 

 

0,02 (м) 

υ = ?  

Дано: 

R = 0,1 (м) 

φ = А + Bt + Ct3 

В = 2 (рад/с) 

С = 1 (рад/с2) 

t = 2 (с) 

1. ω = ? 

2. υ = ? 

3. ε = ? 

4. аτ = ? 

5. аn = ? 

СИ: 
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4. Тангенциальное ускорение связано с угловым соотношением: 

аτ = εR = 6CtR = 12·0,1 = 1,2 (м/с2). 

5. По определению нормальное ускорение: 

аn = 
2

R

υ
 = (B + 3Ct2)2R = 19,6 (м/с2). 

Ответ: ω = 14 (рад/с); υ = 1,4 (м/с); ε = 12 (рад/с2); аτ = 1,2 (м/с2); аn = 19,6 (м/с2). 

Рекомендуемое задание №6 

Пистолетная пуля пробила два вертикально закреплённых листа бумаги, 

расстояние ℓ между которыми равно 30 м. Пробоина во втором листе оказалась на 

h = 10 см ниже, чем в первом. Определить скорость υ пули, если к первому листу она 

подлетела, двигаясь горизонтально. Сопротивлением воздуха пренебречь.  

Решение: 

Движение пули разложим на 

2 составляющие: по оси Х движение равно-

мерное, по оси У движение равноускоренное. 

Дальность полёта определяется фор-

мулой равномерного движения – перемещение вдоль оси Х: 

ℓ = υ0хt = υ0t, 

учли, что скорость по оси Х не изменяется, т. е. υ0х = υ0. Отсюда время полёта: 

t = 
0υ
ℓ

. 

Для нахождения начальной скорости υ0 воспользуемся формулой равноуско-

ренного движения – перемещение вдоль оси У: 

h = υ0уt + 
2

2

gt
 = 

2

2

gt
, 

учли, что начальная скорость по оси У равна нулю: υ0у = 0. Подставим время: 
2

2
02

g
h =

υ
ℓ

. 

Откуда выразим начальную скорость полёта пули: 

υ0 = 
2

g

h
ℓ  = 

9,81
0,3

2 0,1⋅
 ≈ 210,11 (м). 

Ответ: υ0 = 210 (м/с). 

Дано: 

ℓ = 30 (м) 

h = 10 (см) 

υ0 = ? 

СИ: 

 

0,1 (м) 

υ 0 

ℓ 

х 

y 

g  h 
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Рекомендуемое задание №7 

Тело брошено под некоторым углом α к горизонту. Найти величину этого угла, 

если горизонтальная дальность S полёта тела в четыре раза больше максимальной 

высоты Н траектории.  

Решение: 

Движение тела разложим на 

2 составляющие: по оси Х движение 

равномерное, по оси У движение 

равноускоренное. 

Дальность полёта определяется формулой равномерного движения – переме-

щение вдоль оси Х: 

 S = υхt = υ0хt, (1) 

учли, что скорость по оси Х не изменяется и связана с начальной скоростью: 

υх = υ0х, t – время полёта. 

Максимальная высота подъёма определяется формулой равноускоренного 

движения – перемещение вдоль оси У: 

 H = υ0уtпод – 
2

2
подgt

, (2) 

где tпод – время подъёма (равное падению) тела. 

Разложим начальную скорость υ0 на оси: 

 ОХ: υ0х = υ0сosα, (3) 

 ОУ: υ0у = υ0sinα. (4) 

Рассмотрим движение тела до наивысшей точки подъёма. Зависимость 

скорости от времени по оси У при равнозамедленном движении выражается 

следующим соотношением: 

 υу = υ0у – gtпод 

или, т. к. конечная скорость υу в наивысшей точке подъёма ноль, 

υ0у = gtпод; 

выразим время подъёма с учётом (4): 

tпод = 0У

g

υ
 = 0 sin

g

υ α
. 

Время подъёма в 2 раза меньше времени полёта тела, т. е.: 

Дано: 

S = 4 (H) 

g = 9,81 (м/с2) 

α = ? 

СИ: 

υ 0 

S 

υ 0x 
υ 0у 

х 

y 
g  

α H 
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 t = 2tпод = 02 sin

g

υ α
.  (5) 

Подставим (3) и (5) в (1), получим дальность полёта: 

 S = υ0cosα 0
0

2 sin
cosS

g

υ α= υ α  = 
2
02 sin cos

g

υ α α
. (6) 

Подставим (4) и (5) в (2), получим максимальную высоту полёта: 

 0
0

sin
sinH

g

υ α= υ α  – 
2

g
2

0 sin

g

 υ α
 
 

 =  
2 2
0 sin

g

υ α
 – 

2 2
0 sin

2g

υ α
 = 

2 2
0 sin

2g

υ α
. (7) 

По условию: 

S = 4H. 

Подставим в эту формулу (6) и (7): 
2
02 sin cos

g

υ α α
= 4

2 2
0 sin

2g

υ α
. 

После сокращения на 2 в правой части и в обеих на дробь 
2
02 sin

g

υ α
: 

cosα = sinα 

или 

tgα = 1. 

Окончательно: 

α = arctg1 = (45°). 

Ответ: α = 45°.  

Рекомендуемое задание №8 

Велосипедное колесо вращается с частотой n = 5 (с-1). Под действием сил 

трения оно остановилось через интервал времени ∆t = 1 (мин.). Определить угловое 

ускорение ε и число N оборотов, которое сделает колесо за это время.  

Решение: 
1. Зависимость угловой скорости от времени: 

    ω = ω0 + ε∆t.            (1) 

Связь начальной угловой скорости с частотой вращения: 

ω0 = 2πn.          (2) 

Подставим это выражение в (1): 

0 = 2πn + ε∆t. 

Выразим угловое ускорение: 

 ε = 
2 n

t

π−
∆

. (3) 

Дано: 
n = 5 (с-1) 

∆t = 1 (мин.) 

ω = 0 (рад/с) 

1. ε = ? 

2. N = ? 

СИ: 
 

60 

(с) 
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После подстановки численных значений: 

ε = -
2 3,14 5

60

⋅ ⋅
 ≈ -0,523 (рад/с2). 

2. Угол поворота в общем виде: 

 φ = ω0∆t + 
2

2

tε∆
 (4) 

через число оборотов: 

 φ = 2πN. (5) 

Подставим в (4) формулы (2) и (3): 

 φ = 2πn∆t + 

22

2

n
t

t

π− ∆
∆  = 2πn∆t – πn∆t = πn∆t. (6) 

Приравняем правые части (5) и (6): 

2πN = πn∆t. 

Выразим число оборотов: 

N = 
2

n t∆
 = 

5 60

2

⋅
 = 150. 

2 способ. Выразим из (1) начальную угловую скорость: 

ω0 = –ε∆t. 

Подставим её и формулу (2) в (4): 

φ = –ε∆t2 + 
2

2

tε∆
 = –

2

2

tε∆
. 

Приравняем правую часть этой формулы и (5): 
2

2

tε∆−  = 2πN. 

Отсюда число оборотов до остановки: 

 
2

4

t
N

ε∆− = −
π

. (7) 

Можно подставлять числа: 
20,523 60

4 3,14
N

− ⋅= −
⋅

 ≈ 149,9. 

Если подставить ещё выражение углового ускорения (3) в (7): 

22

4

n
t

tN

π− ∆
∆= −

π
 = 

2

n t∆
. 
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Получили ту же конечную формулу, что и в 1м способе. 

Ответ: ε = –0,523 (рад/с2); N = 150.  

Рекомендуемое задание №9 

Колесо автомашины вращается равноускоренно. Сделав N = 50 полных 

оборотов, оно изменило частоту вращения от n1 = 4 (с-1) до n2 = 6 (с-1). Определить 

угловое ускорение колеса.  

Решение: 

Так как ускорение постоянно при движении по окружности, 

т. е. движение равноускоренное, то угол поворота и угловая 

скорость меняются по следующим законам: 

    φ = ω0t + 
2

2

tε
    (1) 

через число оборотов: 

 φ = 2πN, (2) 

 ω = ω0 + εt. (3) 

Выразим из (3) время: 

 t = 0ω − ω
ε

 

и подставим в (1): 

 φ = ω0
0ω − ω

ε
 + 

2

ε 2

0ω − ω 
 ε 

 = 0ω − ω
ε

(ω0 + 0

2

ω − ω
) = (ω – ω0) 0

2

ω + ω
ε

. 

Окончательно: 

 φ = 
2 2

0

2

ω − ω
ε

. (4) 

Связь начальной ω0 и конечной ω угловой скорости с частотой вращения 

соответственно с начальной n1 и конечной n2: 

 ω0 = 2πn1, 

 ω = 2πn2. 

Подставим эти выражения в (4) и вынесем за скобки (2π)2: 

 φ = (2π)2
2 2
2 1

2

n n−
ε

. 

Дано: 

N = 50 

n1 = 4 (с-1) 

n2 = 6 (с-1) 

ε = ? 

СИ: 
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Сократим на 2 и подставим сюда формулу (2): 

2πN = 2π2·
ε

2
1

2
2 nn −

. 

После сокращения на 2π выразим угловое ускорение: 

ε = 
( )2 2

2 1n n

N

π −
. 

Подставим численные значения: 

ε = 
( )
50

4614,3 22 −
 = 1,256 (рад/с2). 

Ответ: ε = 1,26 (рад/с2).  

Рекомендуемое задание №10 

Найти, во сколько раз нормальное ускорение точки, лежащей на ободе 

вращающегося колеса, больше её тангенциального ускорения для того момента, когда 

вектор полного ускорения этой точки составляет угол 30° с вектором её линейной 

скорости.  

Решение: 
Из рисунка видно, что треугольник векторов 

ускорений связан следующим соотношением: 

na

aτ

 = tgα. 

Подставим численные значения: 

na

aτ

 = tg30º = 0,577. 

Ответ: na

aτ

 =  0,58. 

Домашнее задание №1 

С вышки бросили камень в горизонтальном направлении. Через промежуток 

времени t = 2 (с) камень упал на землю на расстоянии S = 40 (м) от основания вышки. 

Определить начальную υ0 и конечную υ скорость камня.  

Решение: 
Движение камня разложим на 2 состав-

ляющие: по оси Х движение равномерное, по 

оси У движение равноускоренное. 

1. Дальность полёта определяется 

формулой равномерного движения – пере-

мещение вдоль оси Х: 

S = υ0t.

Дано: 
α = 30° 

na

aτ

 = ? 

СИ: 

Дано: 
t = 2 (с) 

S = 40 (м) 

υ0у = 0 

1. υ0 = ? 

2. υ = ? 

СИ: 

υ
�

а
�

τ 

а
�

n 
а
�

 
α 

υ 0 

φ 

х 
υ x 

υ у υ  

y 

g  H 

S 
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Отсюда начальная скорость: 

υ0 = 
t

S
. 

Подставим численные значения: 

υ0 = 
2

40
 = 20 (м/с), 

учли, что скорость по оси Х не изменяется, т. е. υ0х = υ0. 

2. Для нахождения скорости приземления рассмотрим треугольник векторов 

скоростей на рисунке. По теореме Пифагора: 

υ = 22
ух υυ + . 

Зависимость скорости по оси У: 

υу = υ0у + gt = gt. 

Подставим выражения скоростей: 

υ = ( )22
0 gt+υ  = ( )2

2

gt
t

S +






 . 

Подставим численные значения: 

υ = ( ) ( )22 281,920 ⋅+  ≈ 94,784  ≈ 28,02 (м/с). 

Ответ: υ0 = 20 (м/с), υ = 28 (м/с). 

Домашнее задание №2 

Снаряд, выпущенный из орудия под углом α = 30° к горизонту, дважды был на 

одной и той же высоте h: спустя время t1 = 10 с и t2 = 50 с после выстрела. Определить 

начальную скорость υ0 и высоту h .  

Решение: 

Движение камня разложим на 2 

составляющие: по оси Х движение 

равномерное, по оси У движение рав-

ноускоренное. 

1. Воспользуемся формулой рав-

нозамедленного движения – перемещение вдоль оси У на высоте h1 и 

h2 соответственно: 
 

 h1 = υ0уt1 – 
2

2
1gt

, (1) 

 h2 = υ0уt2 – 
2

2
2gt

. (2) 

Приравняем правые части уравнений, т. к. высоты равны: 

Дано: 

α = 30° 

t1 = 10 (с) 

t2 = 50 (с) 

h1 = h2 

υ0у = 0 

1. υ0 = ? 

2. h = ? 

СИ: 

υ 0 

S 

υ 0x 
υ 0у 

х 

y 
g  

α h 
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υ0уt1 – 
2
1

2

gt
 = υ0уt2 – 

2
2

2

gt
, => 

( )2 2
1 2

2

g t t−
 = υ0у(t2 – t1), => 

( )1 2

2

g t t+
 = υ0у. 

Проекция начальной скорости на ось У из рисунка: 

υ0у = υ0sinα, 

тогда начальная скорость: 

υ0 =
( )1 2

2sin

g t t+
α

. 

Подставим численные значения: 

υ0 =
( )

212

501081,9

⋅
+

 = 588,6 (м/с). 

2. Для нахождения высоты в тот или другой момент времени можно восполь-

зоваться формулой (1) или (2): 

h = h1 = υ0уt1 – 
2

2
1gt

 = 
( )

2
21 ttg +

t1 – 
2

2
1gt

. 

Подставим численные значения: 

h = 
( )

2

501081,9 +
·10 – 

2

1081,9 2⋅
 = 2943 – 490,5 = 2452,5 м ≈ 2,45 (км). 

Ответ: υ0 = 588 (м/с), h = 2,45 (км). 

Домашнее задание №3 

Диск радиусом R = 20 (см) вращается согласно уравнению φ = А + Bt + Ct3, где 

А = 3 (рад), В = –1 (рад/с), С = 0,1 (рад/с3). Определить тангенциальное аτ, нормальное 

аn и полное а ускорения точек окружности диска для момента времени t = 10 (c).  

Решение: 

1. Тангенциальное ускорение – первая производная ли-

нейной скорости по времени υ′: 

аτ = 
d

dt

υ
 =

( )d R

dt

ω
 = R

d

dt

ω
 = εR. 

Учли связь линейной υ и угловой ω скорости: 

υ = ωR, 

а также, что угловое ускорение есть первая производная угло-

вой скорости по времени: 

ε = 
d

dt

ω
. 

Найдём угловое ускорение: 

ε = 
dt

СtВd )3( 2+
 = 6Сt. 

Тогда тангенциальное ускорение: 

Дано: 

R = 20 (см) 

φ = А + Bt + Ct3 

А = 3 (рад) 

В = –1 (рад/с) 

С = 0,1 (рад/с3) 

t = 10 (c) 

СИ: 

0,2 м 

1. аτ = ? 

2. аn = ? 

3. а = ? 
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 аτ = 6СtR. (1) 

Подставим численные значения: 

аτ = 6·0,1·10·0,2 = 1,2 (м/с2). 

2. По определению нормальное ускорение: 

аn =
2

R

υ
 = ω2R. 

По определению угловая скорость – первая производная угла по времени φ′: 

ω = 
d

dt

ϕ
 = B + 3Ct2. 

Тогда нормальное ускорение: 

 аn = ( ) RСtВ
223+ . (2) 

Подставим численные значения: 

аn = (-1 + 3·0,1·102)2 · 0,2 = 168,2 (м/с2). 

3. По определению полное ускорение: 

а = 22
τааn + . 

Подставим формулы (1) и (2): 

а = ( ) ( )222 63 СtRRСtВ ++ . 

Подставим численные значения: 

а = 22 2,1682,1 +  ≈ 168,2 (м/с2). 

Ответ: аτ = 1,2 (м/с2), аn = 168 (м/с2); а ~168 (м/с2).  

Домашнее задание №4 

Маховик начал вращаться равноускоренно и за промежуток времени ∆t = 10 (с) 

достиг частоты вращения n = 300 (мин-1). Оределить угловое ускорение маховика и 

число оборотов N, которое он сделал за это время.  

Решение: 

1. Так как движение равноускоренное, то угловая 

скорость меняется по следующему закону: 

ω = ω0 + ε∆t = ε∆t, 

через частоту оборотов: 

ω = 2πn. 

Приравняем правые части: 

ε∆t = 2πn. 

Откуда угловое ускорение: 

Дано: 

∆t = 10 (с) 

ω0 = 0 (рад/с) 

n = 300 (мин.-1) 

СИ: 

 

 

5 (с-1) 

1. ε = ? 

2. N = ? 
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ε = 
2 n

t

π
∆

. 

Подставим числа: 

ε = 
2 3,14 5

10

⋅ ⋅
 = 3,14 (рад/с2). 

2. Угол поворота меняется по следующему закону: 

φ = ω0t + 
2

2

tε∆
 = 

2

2

tε∆
, 

через число оборотов: 

φ = 2πN. 

Приравняем правые части: 
2

2

tε∆
 = 2πN. 

Откуда число оборотов: 

N = 
2

4

tε∆
π

. 

Подставим выражение углового ускорения: 

N = 

22

4

n
t

t

π ∆
∆

π
 = 

2

tn∆
. 

Подставим числа: 

N = 
5 10

2

⋅
 = 25. 

Ответ: ε = 3,14 (рад/с2); N = 25.  
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II. ДИНАМИКА 

1. ДИНАМИКА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ И ТЕЛА,  

ДВИЖУЩЕГОСЯ ПОСТУПАТЕЛЬНО 

Занятие №3 «Законы Ньютона» 

Рекомендуемое задание №1 

В багажнике автомобиля находится груз массой m = 42 (кг). Автомобиль, еду-

щий со скоростью υ0 = 36 (км/ч), резко тормозит и останавливается на расстоянии 

S = 7 (м) от места начала торможения. Найти силу F, с которой груз прижимается к 

передней стенке багажника при торможении.  

Решение: 

На тело действуют силы: mg
��

 – тяже-

сти, N
���

 – реакция опоры со стороны пола и 

N
���

1 – реакция опоры со стороны боковой 

стенки багажника. Применим II  закон Ньютона для груза: 

mg
��

 + N
���

 + N 1 = mа
�

. 

Разложим на оси (учтём, что по оси У нет перемещения и нет ускорения): 

ОХ: N1 = ma. 

По III  закону Ньютона: 

N 1 = –F , 

т. е. сила реакции опоры со стороны боковой стенки противонаправлена силе 
давления со стороны груза на багажник, а их проекции на ось ОХ равны друг другу: 

 N1 = –(–F) = ma . (1) 

Из кинематики найдём ускорение по определению при равнопеременном дви-

жении: 

а = 0

t

υ − υ
. 

Выразим время: 

 t = 0

а

υ − υ
. (2) 

Перемещение по определению при равнопеременном движении: 

S = υ0t + 
2

2

аt
. 

Подставим сюда выражение времени (2): 

Дано: 

m = 42 (кг) 

υ0 = 36 (км/ч) 

υ = 0 (м/с) 

S = 7 (м) 

СИ: 

 

10 (м/с) 

F = ?  

mg
��

 

F  
N 1 

N  y 

x 

υ 0 

а  
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S = υ0 
а

0υυ −
 + 

2

0

2







 −
⋅

а

а υυ
 = 







 −
+⋅

−
2

0
0

0 υυυυυ
а

 = 
2

00 υυυυ +
⋅

−
а

 = 
а2

2
0

2 υυ −
, 

отсюда выразим ускорение: 

а = 
S2

2
0

2 υυ −
. 

Подставим это выражение в формулу силы давления (1): 

F = m
S2

2
0

2 υυ −
. 

Подставим численные значения: 

F = 
72

100
42

22

⋅
−⋅  = –300 (Н). 

Знак минус показывает, что действие силы противоположно выбранному на-

правлению оси ОХ. 

Ответ: F = 300 (Н). 

Рекомендуемое задание №2 

Наклонная плоскость, образующая угол α = 25º с плоскостью горизонта, имеет 

длину ℓ = 2 (м). Тело, двигаясь равноускоренно, соскользнуло с этой плоскости за 

время t = 2 (с). Определить коэффициент трения тела о плоскость.  

Решение: 

На тело действуют силы: mg  – тяжести, 

N  – реакция опоры со стороны плоскости и 

F тр – сила трения. Применим II  закон  

Ньютона для тела: 

∑
=

n

i

iF
1

 = mg  + N  + F тр = mа . 

Разложим на оси: 

 ОХ: mgSinα – Fтр = ma, (1) 

 ОУ: N – mgсosα = 0. (2) 

По определению сила трения: 

 Fтр = µN. (3) 

Выразим из формулы (2) реакцию опоры N: 

N = mgсosα, 

подставим её в выражение силы трения (3): 

Fтр = µmgсosα. 

Дано: 

α = 25º 

ℓ = 2 (м) 

υ0 = 0 

t = 2 (с) 

µ = ? 

СИ: 

α mg  

N  
y 

а  F тр 
х 

ℓ 
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Подставим силу трения Fтр в формулу (1) и выразим коэффициент трения µ: 

mgsinα – µmgсosα = ma => g(sinα – µсosα) = a, 

откуда: 

µсosα = sinα – 
g

a
, 

тогда: 

 µ = tgα – 
cos

a

g α
. (4) 

Из кинематики найдём ускорение. По определению при равнопеременном 

движении перемещение: 

S = ℓ = υ0t + 
2

2

аt
 = 

2

2

аt
. 

Учли, что начальноя скорость υ0 = 0. Отсюда выразим ускорение: 

а = 2

2

t

ℓ
, 

и подставим в формулу (4), тогда коэффициент трения: 

µ = tgα –
2

2

cosgt α
ℓ

. 

Подставим численные значения: 

µ = tg25 –
9063,0281,9

22
2 ⋅⋅
⋅

 = 0,4663 – 0,1125 = 0,3538. 

Ответ: µ = 0,35.  

Рекомендуемое задание №3 

Два бруска массами m1 = 1 (кг) и m2 = 4 (кг), соединённые шнуром, лежат на 

столе. С каким ускорением а будут двигаться бруски, если к одному из них прило-

жить силу F = 10 (Н), направленную горизонтально? Какова будет сила Т натяжения 

шнура, соединяющего бруски, если силу 10 (Н) приложить к первому бруску? ко второ-

му бруску? Трением пренебречь.  

Решение: 

1. На 1е тело действуют силы: 

m1 g
��

 – тяжести, N
���

1 – реакция опоры 

со стороны плоскости, F  – сила тяги и 
/
1Т
��

 – сила натяжения нити. На 2е тело действуют силы: m2 g
��

 – 

тяжести, N
���

2 – реакция опоры со стороны плоскости и 
/
2Т
��

 – сила 

натяжения нити. 

Дано: 
m1 = 1 (кг) 

m2 = 4 (кг) 

F = 10 (Н) 

Fтр = 0 (Н) 

1. а = ? 

2. Т1 = ? 

3. Т2 = ? 

СИ: 

m1 g  m2 g  

N 2 N 1 y 
x F  a 1 

/

2Т  
/

1Т  
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Применим II  закон Ньютона для 1го тела: 

m1 g  + N 1 + F  + 
/

1Т  = m1а 1, 

и для 2го тела: 

m2 g  + N 2 + 
/

2Т  = m2а 2. 

Силы натяжения нити со стороны 1го и 2го тел одинаковы и ускорения тел оди-

наковы (считаем нить невесомой и нерастяжимой): 
/
1Т  = /

2Т  = T1, 

а1 = а2 = а. 

Спроецируем на ось Х: 

 1е тело: F – Т1 = m1a, (1) 

 2е тело: Т1 = m2a.  (2) 

Подставим выражение Т в (1): 

F – m2a = m1a => 

F = (m1 + m2)a => 

a = 
21 mm

F

+
 = 

14

10

+
 = 2 (м/с2). 

2. Силу натяжения нити найдём из формулы (1) или (2), к примеру (1): 

Т1 = m2
21 mm

F

+
 = 4·2 = 8 (Н). 

3. Силу натяжения нити для случая, когда прикладывают силу ко 2му бруску, 

можно найти, рассуждая аналогично: 

a = 
21 mm

F

+
 => 

Т2 = m1a = m1
21 mm

F

+
 = 1·2 = 2 (Н). 

Приложение 1: Считаем нить невесомой, тогда на элемент нити длиной ∆ℓ, 

массой ∆m = 0 действуют 2 силы: 
/

1Т  и 
/

2Т , тогда по II  закону Ньютона: 

∆ma = /
1Т  – /

2Т  или 0·a = /
1Т  – /

2Т  => /
1Т  = /

2Т , т. е. силы натяжения равны. 

Приложение 2: Считаем нить нерастяжимой, тогда изменение натяжения нити – 

сила упругости ∆Т = Fупр = kx = k·0 = 0 и на тела не влияет, т. е. ускорения тел одина-

ковы а1 = а2. 

Ответ: а = 2 (м/с2), Т1 = 8 (Н), Т2 = 2 (Н).  
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Рекомендуемое задание №4 

Самолёт описывает петлю Нестерова радиусом R = 200 (м). Во сколько раз сила 

F, с которой лётчик давит на сиденье в нижней точке, больше силы тяжести mg лёт-

чика, если скорость самолёта υ = 100 (м/с)?  

Решение: 
На лётчика в нижней точке действуют силы: 

mg
��

 – тяжести и N
���

 – реакция опоры со стороны  

сиденья. Применим II  закон Ньютона: 

1

n

i

i

F
=
∑
��

 = mg
��

 + N
���

 = mа
�

n. 

Разложим на ось У: 

N – mg = m
2

R

υ
, 

учли, что нормальное (центростремительное) ускорение по определению an = 
2

R

υ
 и 

направлено к центру окружности вращения вдоль оси У. 

Тогда: 

N = m(g + 
2

R

υ
). 

По III  закону Ньютона реакция опоры на лётчика и сила давления лётчика на 

сиденье связаны соотношением: 

N
���

 = F−
��

, 

или в проекции на ось У: 

F = N = m(g + 
R

2υ
) = mg(1 + 

gR

2υ
). 

Откуда интересующее нас отношение: 

mg

F
 = 1 + 

gR

2υ
. 

Подставим численные значения: 

mg

F
 = 1 + 

20081,9

1002

⋅
 ≈ 1 + 5,097 = 6,097 ≈ 6,1. 

Ответ: 
mg

F
 =  в 6,1 раза.  

Рекомендуемое задание №5 

Сосуд с жидкостью вращается с частотой n = 2 (с-1) вокруг вертикальной оси. 

Поверхность жидкости имеет вид воронки. Чему равен угол φ наклона поверхности 

жидкости в точках, лежащих на расстоянии r = 5 (см) от оси? Указание: При равнове-

Дано: 
R = 200 (м) 

υ = 100 (м/с) 

mg

F
 = ? 

СИ: 
R y 

а  
N  
mg  F  
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сии жидкости равнодействующая всех сил, действующих на частицу жидкости, нахо-

дящуюся на её поверхности, направлена по нормали к поверхности. 

Решение: 

Рассмотрим молекулу воды в точке 

поверхности воды, расположенной на рас-

стоянии r от оси вращения. На молекулу 

действуют силы: mg  – тяжести и N  – реакция опоры со сторо-

ны сиденья. Применим II  закон Ньютона: 

∑
=

n

i

iF
1

 = mg  + N  = mа n. 

Разложим на оси: 

 ОХ: Nsinφ = manx = man = mω2r,  (1) 

 ОУ: Ncosφ – mg = many = 0,  (2) 

учли, что нормальное (центростремительное) ускорение по определению an = ω2r и 

направлено по радиусу окружности вращения r к центру окружности вращения, т. е. 

по оси Х и перпендикулярно оси У. 

Угловая скорость вращения ω, по определению, связана с частотой вращения 

n следующим соотношением: 

 ω = 2πn. (3) 

Подставим выражение угловой скорости в формулу (1): 

 Nsinφ = 4π2n2mr. (4) 

Перепишем формулу (2) в другом виде: 

 Ncosφ = mg. (5) 

Разделим выражение (4) на (5), тогда: 

tgφ =
gm

mrn224π
 = 

g

rn224π
. 

Откуда интересующий нас угол: 

φ = arctg
g

rn224π
. 

Подставим численные значения: 

φ = arctg
81,9

05,0214,34 22 ⋅⋅⋅
 ≈ arctg0,80486 ≈ 38,829º ≈ 38º49,75′ ≈ 38º50′. 

Ответ: φ = arctg
g

rn224π
 =38°50′.  

Дано: 

n = 2 (с-1) 

r = 5 (см) 

СИ: 

 

0,05 (м) 

φ = ?  

φ 

mg  

N  

r nа  

x 

y 
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Рекомендуемое задание №6 

Автомобиль массой m = 5 (т) движется со скоростью υ = 10 (м/с) по выпуклому 

мосту. Определить силу F давления автомобиля на мост в его верхней части, если ра-

диус R кривизны моста равен 50 (м).  

Решение: 

На автомобиль в верхней точке 

действуют силы: mg  – тяжести и N  – 

реакция опоры со стороны моста. При-

меним II  закон Ньютона: 

1

n

i

i

F
=
∑
��

 = mg
��

 + N
���

 = m nа
�

. 

Разложим на ось У: 

mg – N = m
2

R

υ
, 

учли, что нормальное (центростремительное) ускорение по определению an = 
2

R

υ
 и 

направлено к центру окружности вращения по оси У. 

Тогда: 

N = m(g – 
2

R

υ
). 

По III  закону Ньютона реакция опоры N
���

 на автомобиль и сила давления авто-

мобиля на мост F
��

 связаны соотношением: 

N
���

 = F−
��

, 

или в проекции на ось У: 
2

F N m g
R

 υ= = − 
 

. 

Подставим численные значения: 

F = 5·10³·(9,81 – 
50

102

) = 39,05·10³ Н ≈ 39 (кН). 

Ответ: F = 39 (кН).  

Рекомендуемое задание №7 

Тело движется горизонтально под действием силы F, направленной под углом 

α к горизонту. Масса тела – m, коэффициент трения тела о плоскость – f. Найти уско-

рение тела. При какой силе F движение будет равномерным?  

Дано: 

m = 5 (т) 

υ = 10 (м/с) 

R = 50 (м) 

СИ: 

5·103 (кг) 

F = ?  

mg
��

 

N  

R 
nа  

y 
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Решение: 

1. На тело действуют силы: mg  – тяжести, 

N  – реакция опоры со стороны горизонта, F  – 

сила тяги и F тр – сила трения, направленная про-

тив направления движения. 

Применим II  закон Ньютона для тела: 

mg  + N
���

 + F  + трF
��

 = mа
�

. 

Спроецируем векторное уравнение на оси: 

 ОХ: Fсosα – Fтр = ma,  (1) 

 ОУ: Fsinα + N – mg = 0.  (2) 

По определению сила трения: 

 Fтр = f N . (3) 

Выразим из формулы (2) реакцию опоры N: 

N = mg – Fsinα, 

подставим её в выражение силы трения (3): 
Fтр = f (mg – Fsinα). 

Далее подставим силу трения Fтр в формулу (1): 

Fсosα – f (mg – Fsinα) = ma => 

а = 
cos ( sin )F f mg F

m

α − − α
 = 

cos sinF fmg fF

m

α − + α
 = 

cos sinF fF

m

α + α
 – f g. 

2. Равномерное движение означает, что ускорение а = 0. Решение аналогичное: 

Применим II закон Ньютона для тела: 

mg  + N
���

 + F  + трF
��

 = mа
�

 = 0. 

Спроецируем векторное уравнение на оси: 

 ОХ: Fсosα – Fтр = 0, (1) 

 ОУ: Fsinα + N – mg = 0. (2) 

По определению сила трения: 

 Fтр = f N. (3) 

Выразим из формулы (2) реакцию опоры N: 

N = mg – Fsinα, 

подставим её в выражение силы трения (3): 
Fтр = f (mg – Fsinα). 

Далее подставим силу трения Fтр в формулу (1): 

Дано: 

F 

α 

m 

f 

1. а = ? 

2. F(a = 0) = ? 

mg  

N  
трF  

y 

x 

F  

а  
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Fсosα – f (mg – Fsinα) = 0 => 

Fсosα – f mg + f Fsinα = 0 => 

Fсosα + f Fsinα = f mg. 

Откуда: 

F = 
cos sin

fmg

fα + α
. 

Ответ: а = 
cos sinF fmg fF

m

α − + α
, F = 

cos sin

fmg

fα − α
. 

Рекомендуемое задание №8 

Блок укреплён на конце стола. Гири А и В равной массы m = 1 (кг) соединены 

нитью (невесомой и нерастяжимой), перекинутой через блок. Коэффициент трения гири 

В о стол  f = 0,1. Найти ускорение а, с которым движутся гири, натяжение нити Т.  

В начальный момент времени гиря А двигалась вниз. Трением в блоке и его массой 

пренебречь.  

Решение: 

1. На 1е тело действуют 

силы: m1 g  – тяжести и 1Т
��

 – си-

ла натяжения нити. На 2е тело 

действуют силы: m2 g  – тяжести, 

N  – реакция опоры со стороны 

стола, трF  – сила трения гири о стол и 2Т  – сила натяжения нити. 

Применим II  закон Ньютона для 1го тела: 

m1 g  + 1Т  = m1а 1, 

и для 2го тела: 

m2 g  + N  + 2Т  + трF  = m2а 2. 

Силы натяжения нити со стороны 1го и 2го тел одинаковы и ускорения тел оди-

наковы (т. к. нить невесома и нерастяжима): 

1Т  = 2Т  = T, 

а1 = а2 = а. 

Спроецируем на ось У: 

 1е тело: m1g – Т = m1a, (1) 

 2е тело: N – m2g = 0 . (2) 

Спроецируем на ось Х: 

Дано: 

m1 = m2 = m = 1 (кг) 

f = 0,1 

υB ≠ 0 

1. а = ? 

2. T = ? 

СИ: 

m1 g  

m2 g  1T  

N  
трF  2T  

а  

y x 
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 2е тело: Т – Fтр = m2a. (3) 

По определению сила трения: 

 Fтр = f N. (4) 

Выразим из формулы (2) реакцию опоры N: 

N = m2g, 

подставим её в выражение силы трения (4): 
Fтр = f m2g. 

Далее подставим силу трения Fтр в формулу (3): 

Т – f m2g = m2a, 

и выразим натяжение нити отсюда и из формулы (1) и учтём, что массы равны: 

 Т = m2(a + f g) = m(a + f g),  (5) 

 Т = m1(g – a) = m(g – a).  (6) 

Поскольку левые части равны, то равны и правые: 

m(a + f g) = m(g – a) => 

a + f g = g – a => 

2a = g(1 – f). 

Окончательно ускорение: 

a = 
( )

2

1 fg −
 = 

( )
2

1,0181,9 −⋅
 = 4,4145 ≈ 4,41 (м/с2). 

2. Силу натяжения нити найдём из формулы (5) или (6), к примеру (6): 

Т = m(g – a) =
( )1

2

g f
m g
 − 

− 
 

= mg 
1

1
2

f− − 
 

 = mg
2

12 f+−
 = 

2

mg
(1 + f ). 

Подставим числа: 

Т = 
2

81,91⋅
(1 + 0,1) = 5,3955 ≈ 5,4 (Н). 

Приложение 1: Если нить невесома, тогда на элемент нити длиной ∆ℓ, массой 

∆m = 0 действуют 2 силы: 1Т  и 2Т , тогда по II  закону Ньютона: 

∆ma = 1Т  – 2Т  или 0·a = 1Т  – 2Т  => 1Т  = 2Т , т. е. силы натяжения равны. 

Приложение 2: Если нить нерастяжима, тогда изменение натяжения нити – 

сила упругости ∆Т = Fупр = kx = k·0 = 0 и на тела не влияет, т. е. ускорения тел одина-

ковы а1 = а2. 

Ответ: а = 4, 41 (м/с2); T = 5,39 (Н). 

Рекомендуемое задание №9 

Блок укреплён на вершине наклонной плоскости, составляющей с горизонтом 

угол α = 30º. Гири А и В равной массы m = 1 (кг) соединены нитью, перекинутой через 
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блок. Найти ускорение, с которым движутся гири А и В, и натяжение нити. Коэффи-

циент трения гири В о наклонную плоскость f = 0,1. В начальный момент грузы были 

в покое. Трением в блоке и его массой пренебречь.  

Решение: 

1. На 1е тело действуют 

силы: m1 g  – тяжести и 1Т  – си-

ла натяжения нити. На 2е тело 

действуют силы: m2 g  – тяжести, 

N  – реакция опоры со стороны 

плоскости, трF  – сила трения гири о плоскость и 2Т  – си-

ла натяжения нити. 

Применим II  закон Ньютона для 1го тела: 

m1 g  + 1Т  = m1а 1, 

и для 2го тела: 

m2 g  + N  + 2Т  + трF  = m2а 2. 

Силы натяжения нити со стороны 1го и 2го тел одинаковы и ускорения тел оди-

наковы (считаем нить невесомой и нерастяжимой): 

1Т  = 2Т  = T, 

а1 = а2 = а. 

Для каждого тела введём свои оси координат, для удобства. Спроецируем на 

оси векторные выражения: 

1е тело: 

 ось У: m1g – Т = m1a. (1) 

2е тело: 

 ось Х: Т – m2gsinα – Fтр = m2a, (2) 

 ось У: N – m2gсosα = 0. (3) 

По определению сила трения: 

 Fтр = f N. (4) 

Выразим из формулы (3) реакцию опоры N: 

N = m2gсosα, 

подставим её в выражение силы трения (4): 
Fтр = f m2gсosα. 

Далее подставим силу трения Fтр в формулу (2): 

Дано: 

α = 30° 

m1 = m2 = m = 1 (кг) 

f = 0,1 

υ0 = 0 

1. а = ? 

2. T = ? 

СИ: 

m1 g  m2 g  

1Т  

α 

y 
2Т  

N  

трF  

y 

x 
а  
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Т – m2gsinα – f m2gcosα = m2a => 

Т – m2g(sinα + f cosα) = m2a 

и перепишем это выражение и для 1го тела формулу (1) с учётом того, что 
массы их равны: 

 для 1го тела: mg – Т = ma, (5) 

 для 2го тела: Т – mg(sinα + f сosα) = ma. (6) 

Сложим эти два уравнения: 

mg – Т + Т – mg(sinα + f cosα) = 2ma => 

g – g(sinα + f cosα) = 2a => 

g(1 – sinα – f cosα) = 2a. 

Окончательно ускорение: 

a = 
2

g
(1 – sinα – f сosα). 

Подставим численные значения: 

a = 
2

81,9
·(1 – 

2

1
 – 0,1·

2

3
) ≈ 4,905·0,4134 ≈ 2,0277 ≈ 2,03 (м/с2). 

2. Силу натяжения нити найдём из формулы (5) или (6), к примеру (5): 

Т = m(g – a) = m[g – 
2

g
(1 – sinα – f сosα)] = mg(1 – 

1 sin cos

2

f− α − α
) =  

= mg
2 sin cos

2

f− α − α
 = 

2

mg
(1 + sinα + f сosα). 

Подставим числа: 

Т = 
2

81,91⋅
(1 + 

2

1
 + 0,1·

2

3
) ≈ 4,905·1,5866 ≈ 7,782 ≈ 7,78 (Н). 

Приложение 1: Если нить невесома, тогда на элемент нити длиной ∆ℓ, массой 

∆m = 0 действуют 2 силы: 1Т  и 2Т , тогда по II  закону Ньютона: 

∆ma = 1Т  – 2Т  или 0·a = 1Т  – 2Т  => 1Т  = 2Т , т. е. силы натяжения равны. 

Приложение 2: Если нить нерастяжима, тогда изменение натяжения нити – 

сила упругости ∆Т = Fупр = kx = k·0 = 0 и на тела не влияет, т. е. ускорения тел 

одинаковы а1 = а2. 

Ответ: а = 
2

g
(1 – sinα – f сosα) = 2,02 (м/с2), Т = 

2

mg
(1 + sinα + f сosα) = 7,77 (Н). 

Рекомендуемое задание №10 

На концах нити, переброшенной через неподвижный блок, подвешены два тела 

массой по 240 (г). Какой массы добавочный груз был положен на одно из тел, если 

каждое из них через 2 (с) прошло путь 1,6 (м)?  
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Решение: 

На 1е тело действуют 

силы: m1 g  – тяжести и Т 1 – 

сила натяжения нити. На 2е 

тело действуют силы: m2 g  – 

тяжести, Р 2 – вес добавочного груза и Т 2 – сила натяжения нити. На добавочный груз 

действуют силы: m1 g  – тяжести и N  – реакция опоры со стороны 2го груза. 

Силы натяжения нити со стороны 1го тела и 2го тела с добавочным грузом оди-

наковы и ускорения тел одинаковы (считаем нить невесомой и нерастяжимой): 
/
1Т  = /

2Т  = T1, 

а1 = а2 = а3 = а. 

Применим II  закон Ньютона: 

для 1го тела: m1 g  + Т 1 = m1а 1 =>  mg  + Т  = mа , 

для 2го тела: m2 g  + Р  + Т 2 = m2а 2 =>   mg  + Р  + Т  = mа , 

для добавочного груза:  

∆mg  + N  = ∆mа 3 =>  ∆mg  + N  = ∆mа . 

Спроецируем на ось У, направленную от 1го тела по нити ко 2му телу: 

 1е тело: Т – mg = ma, (1) 

 2е тело: mg + Р – Т = ma, (2) 

 пригруз: ∆mg – N = ∆ma.  (3) 

Применим III закон Ньютона: 

N
���

 = Р−
��

, 

т. е. сила реакции опоры со стороны 2го тела на дополнительный груз 

противонаправлена весу этого пригрузка (силе тяжести), а их проекции на ось ОХ 

равны друг другу: 

 N = –(–P) = P. (4) 

Сложим уравнение (1) и (2) и учтём (4): 

N = P = 2ma. 

Подставим его в (3): 

∆mg – 2ma = ∆ma => 

∆m(g – a) = 2ma => 

Масса пригрузка: 

Дано: 
m1 = m2 = m = 240 (г)

t = 2 (с) 

S = 1,6 (м) 

СИ: 
0,24 (кг) 

∆m = ?  m1 g  

1Т  

m2 g  

2Т  

∆m 

а  

Р  
∆mg  

N  
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 ∆m = 
ag

ma

−
2

. (5) 

Из кинематики найдём ускорение. Перемещение по определению при равнопе-

ременном движении с начальной скоростью υ0 = 0: 

S = υ0t + 
2

2аt
 = 

2

2аt
. 

Отсюда выразим ускорение: 

а = 
2

2

t

S
. 

Подставим это выражение ускорения в формулу (5), тогда масса дополнитель-

ного груза: 

∆m = 

2

2

2

2
2

t

S
g

t

S
m

−
 = 

Sgt

mS

2

4
2 −

. 

Подставим численные значения: 

∆m = 
6,12281,9

6,124,04
2 ⋅−⋅

⋅⋅
 = 

04,36

536,1
 ≈ 0,04262 кг = 42,62 (г). 

Ответ: ∆m = 43 (г). 

Домашнее задание №1 

На каком расстоянии от перекрёстка начинает тормозить шофёр при красном 

свете светофора, если автомобиль движется вверх по шоссе с углом наклона α = 30° 

со скоростью 60 (км/ч)? Коэффициент трения между шинами и дорогой равен 0,1.  

Решение: 

На тело действуют силы: mg  – 

тяжести, N  – реакция опоры со сторо-

ны шоссе и F тр – сила трения. Приме-

ним II  закон Ньютона для автомобиля: 

mg  + N  + F тр = mа . 

Разложим на оси: 

 ОХ: mgsinα + Fтр = ma, (1) 

 ОУ: N – mgсosα = 0. (2) 

По определению сила трения: 

 Fтр = µN . (3) 

Выразим из формулы (2) реакцию опоры N: 

Дано: 

α = 30º 

υ0 = 60 (км/ч)

υ = 0 (м/с) 

µ = 0,1 

СИ: 

 

16,7 (м/с)

S = ?  

α mg  

N  
y 

0υ  

х 

S 

F тр а  
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N = mgсosα, 

подставим её в выражение силы трения (3): 
Fтр = µmgсosα. 

Далее подставим силу трения Fтр в формулу (1): 

mgSinα + µmgсosα = ma, 

откуда ускорение: 

 а = g(sinα + µсosα). (4) 

Из кинематики найдём связь ускорения и перемещения по определению при 

равнопеременном движении: 

а = 0

t

υ − υ
. 

Выразим время: 

 t = 0

а

υ − υ
 . (2) 

Перемещение по определению при равнопеременном движении: 

S = υ0t + 
2

2аt
. 

Подставим сюда выражение времени (2): 

S = υ0 0

а

υ − υ
 + 

2

0

2

а

а

υ − υ ⋅ 
 

 = 0 0
0 2а

υ − υ υ − υ ⋅ υ + 
 

 = 0 0

2а

υ − υ υ + υ⋅  = 
2 2

0

2а

υ − υ
. 

Подставим в эту формулу выражение ускорения (4) и учтём что конечная ско-

рость υ = 0: 

S = 
( )

2 2
0

2 sin cosg

υ − υ
α + µ α

 = 
( )

2
0

2 sin cosg

−υ
α + µ α

. 

Подставим численные значения: 

S = 











⋅+⋅

−

2

3
1,02181,92

7,16 2

 ≈ 
509,11

8,277−
 ≈ 24,14 (м). 

Знак минус показывает, что перемещение противоположно выбранному на-

правлению оси ОХ. 

Ответ: S = 24 (м). 

Домашнее задание №2 

Наклонная доска, составляющая с горизонтом угол 60°, приставлена к горизон-

тальному столу. Два груза массой 1 кг каждый соединены лёгкой нитью, перекинутой 

через неподвижный и невесомый блок, и могут перемещаться соответственно по дос-
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ке и столу. Найти силу натяжения нити и ускорение системы, если коэффициент тре-

ния тел о поверхность доски и стола одинаков и равен 0,3.  

Решение: 

1. На 1е тело действуют 

силы: m1 g  – тяжести, N 1 – ре-

акция опоры со стороны плос-

кости, 1трF
��

 – сила трения груза 

о плоскость и 1Т  – сила натяже-

ния нити. На 2е тело действуют силы: m2 g  – тяжести, N 2 – реакция опоры со стороны 

плоскости, 2трF
��

 – сила трения груза о плоскость и 2Т  – сила натяжения нити. 

Применим II  закон Ньютона для 1го и для 2го тела: 

m1 g  + N 1 + 1Т  + F тр2 = m1а 1, 

m2 g  + N 2 + 2Т  + F тр2 = m2а 2. 

Силы натяжения нити со стороны 1го и 2го тел одинаковы и ускорения тел оди-

наковы (считаем нить невесомой и нерастяжимой): 

1Т  = 2Т  = T, 

а1 = а2 = а. 

Для каждого тела введём свои оси координат, для удобства. Учтём, что массы 

тел равны. Спроецируем на оси векторные выражения: 

1е тело: 

 ось Х: mgsinα – Т – Fтр1 = ma; (1) 

 ось У: N1 – mgсosα = 0. (2) 

 

2е тело: 

 ось Х: Т – Fтр2 = ma; (3) 

 ось У: N2 – mg = 0. (4) 

По определению сила трения (учтём, что коэффициенты трения равны): 

 Fтр1 = µN1; (5) 

 Fтр2 = µN2. (6) 

Система 6 уравнений. Решаем её. Для нахождения натяжения нити Т исключим 

реакции опор Ni и Fтрi. Выразим из формулы (2) и (4) реакции опор N1 и N2: 

N1 = mgcosα, 

Дано: 

α = 60° 

µ1 = µ2 = 0,3 

m1 = m2 = 1 (кг)

1. Т = ? 

2. а = ? 

СИ: 2N  

m1 g  
m2 g  

1T  
F тр

2T  

а  

y x 

1N  

y 

α x 

F тр
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N2 = mg, 

подставим их в выражение сил трения (5) и (6): 
Fтр1 = µmgсosα, 

Fтр2 = µmg. 

Далее подставим выражения сил трения Fтрi в формулы (1) и (3): 

 mgsinα – Т – µmgсosα = ma; (7) 

 Т – µmg = ma.  (8) 

Вычтем из формулы (8) формулу (7): 

mgsinα – Т – µmgсosα – Т + µmg = 0 => 

mg(sinα – µсosα + µ) – 2Т = 0 => 

2Т = mg(sinα + µ(1 – cosα). 

Окончательно натяжение нити: 

 Т = 
2

mg
(sinα + µ(1 – сosα)). (9) 

Подставим численные значения: 

Т = 
2

81,91⋅
(

2

3
 + 0,3(1 – ½)) ≈ 4,905·1,016≈ 4,984 (Н). 

2. Для нахождения ускорения есть несколько способов: 

а) выразить ускорение а из формулы (7) или (8), подставить в неё выражение 

натяжения нити Т из формулы (9); 

б) сложим формулы (7) и (8), чтобы избавиться от натяжения нити. Его и при-

меним: 

mgsinα – Т – µmgсosα + Т + µmg = 2ma => 

g(sinα – µ(1 + cosα)) = 2a. 

Окончательно ускорение: 

a = 
2

g
(sinα – µ(1 + сosα)). 

Подставим численные значения: 

a = 
2

81,9
·(

2

3
 – 0,3(1 + ½)) ≈ 4,905·(0,866 – 0,45) ≈ 4,905·0,416 ≈ 2,041 (м/с2). 

Ответ: Т = 5 (Н); а = 2,1 (м/с2). 

Домашнее задание №3 

Мотоцикл едет по внутренней поверхности вертикального цилиндра радиусом 

R = 11,2 (м). Центр тяжести мотоцикла с человеком расположен на расстоянии 

ℓ = 0,8 (м) от поверхности цилиндра. Коэффициент трения f покрышек о поверхность 
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цилиндра равен 0,6. С какой минимальной скоростью υmin должен ехать мотоциклист? 

Каков будет при этом угол φ наклона его к плоскости горизонта?  

Решение: 

1. На мотоциклиста действуют силы: mg  – 

тяжести, N  – реакция опоры со стороны боко-

вой поверхности цилиндра, трF
��

 – сила трения 

колёс о боковую поверхность цилиндра. Причём 

результирующая сила, реакции опоры N  и силы трения трF
��

, 

направлена через центр тяжести мотоциклиста, иначе он упадёт. 

Применим II  закон Ньютона для движения по окружности: 

mg  + N  + F тр = mа n. 

Спроецируем на оси: 

 ОХ: N = m
2

r

υ
 = m

2

R

υ
− ℓ

, (1) 

 ОУ: Fтр – mg = 0, (2) 

учли, что нормальное (центростремительное) ускорение, по определению: an = 
2

r

υ
 и 

направлено к центру окружности радиуса вращения r = R – ℓ (расстояние от центра 

тяжести мотоциклиста до оси цилиндра) по оси Х. 

По определению сила трения: 

 Fтр = f N. (3) 

Подставим выражение силы трения (3) в (2) и выразим реакцию опоры N: 

f N = mg => 

N = 
f

mg
. 

Теперь приравняем это выражение с (1): 

m
2

R

υ
− ℓ

 = 
mg

f
 => 

Окончательно: 

υmin = 
f

Rg )( ℓ−
. 

Подставим численные значения: 

υmin = 
6,0

)8,02,11(81,9 −
 = 04,170  ≈ 13,04 (м/с). 

Дано: 

R = 11,2 (м) 

ℓ = 0,8 (м) 

f = 0,6 

1. υmin = ? 

2. φ = ? 

СИ: 

mg  

N  

трF  φ 

x 

y 

nа  ℓ 

R 

r 
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2. Из рисунка: 

tgφ = трF

N
 = 

N

N

µ
 = µ. 

Откуда: 

φ = arctgµ. 

Подставим числа: 

φ = arctg0,6 ≈ 30,96°. 

Ответ: υmin = 
f

Rg )( ℓ−
 =13 (м/с); φ = arctg f = 31°. 

Домашнее задание №4 

Тело массой 200 (г) свободно падает вертикально вниз с ускорением 

920 (см/с2). Чему равна средняя сила F сопротивления воздуха?  

Решение: 

На тело действуют силы: mg  – сила тяжести 

и F сопр – сила сопротивления воздуха. 

По II  закону Ньютона: 

mg  + F сопр = ma . 

Проекция этого выражения на ось У: 

mg – Fсопр = ma. 

Откуда средняя сила сопротивления воздуха: 

F сопр = m(g – a). 

Подставим численные значения: 

F сопр = 0,2(9,81 – 9,2) = 0,122 (Н). 

Ответ: F = 0,12 (Н). 

 

Занятие №4 «Импульс тела. Изменение импульса тела. II закон Ньютона  

через изменение импульса тела и импульс силы. Закон сохранения импульса» 

Рекомендуемое задание №1 

Шарик массой m = 100 (г), движущийся со скоростью V = 1 (м/с), упруго ударя-

ется о плоскость. Определить изменение импульса шарика, если направление скоро-

сти составляет с плоскостью угол α, равный: а) 90°; б) 30°.  

Дано: 

m = 200 (г) 

a = 920 (см/с2)

СИ: 

0,2 (кг) 

9,2 (м/с2) 

F сопр = ?  
mg  

F сопр 

y 
а  
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Решение: 

1. По определе-

нию, изменение импуль-

са тела есть: 

VmP ∆=∆ . 

Рассмотрим изменение скорости шарика до и после со-

ударения со стенкой в векторном виде: 

12 VVV −=∆ . 

Проектируя на ось Х: 

∆Vx = V2 – (-V1) = V2 + V1 = 2V1 = 2V; 

2 2 0,1 1 0,2 (Н с)P mV∆ = = ⋅ ⋅ = ⋅ . 

2. Проведём аналогичные рассуждения для случая соударения под углом к 

плоскости. 

VmP ∆=∆ . 

Изменение скорости: 

12 VVV −=∆ . 

Проектируем на ось Х и учтём, что скорости до и 

после удара при абсолютно упругом соударении одинаковые, т. е. V1 = V2 = V, причём 

составляющая скорости по оси У не изменяется, а изменяется по оси Х, и угол отско-

ка равен углу падения: 

( )2 1 1sin sin 2 sin 2 sinxV V V V V∆ = α − − α = α = α ; 

11 30sin2 VVVx =°=∆  = V ; 

1
2 sin 2 0,1 1 sin30 2 0,1 1 0,1 (Н с)

2
P mV∆ = α = ⋅ ⋅ ⋅ ° = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ .  

Ответ: а) ∆Р = 0,2 (Н·с); б) 0,1 (Н·с).  

Рекомендуемое задание №2 

Шарик массой m = 10 (г) падает на горизонтальную плоскость с высоты 

h = 27 (см). Найти среднюю силу удара в следующих случаях: а) шарик и плоскость 

из стали (абсолютно упругий удар); б) шарик пластилиновый (абсолютно неупругий 

удар). Рассмотреть эти же случаи удара шарика о плоскость, наклонённую под углом 

(α = 30°) ∆t = 0,03 (с).  

Дано: 

m = 100 (г) 

V = 1 (м/с) 

α1 = 90° 

α2 = 30° 

СИ: 

0,1 (кг) 

9,2 (м/с2) 

∆Р = ?  

1V  

2V  

x 
1V  

2V  

x 

хV1  

2V  
α2 α2 

1V  уV1

хV 2  
уV 2  
у 



 

56 

Решение: 

1. II закон Ньютона через импульс силы 

tFср∆
�

 и импульс тела Vm
�

∆ : 

VmtFср
��

∆=∆ . 

а) В случае для абсолютно упругого соуда-

рения в проекции на ось У, направленную вверх, имеем: 

t

mV

t

VVm

t

Vm
Fср ∆

=
∆

−−
=

∆
∆= 2])[( 12 , 

учли, что при абсолютно упругом соударении скорость от-

скока V2 равна скорости падения V1. У нас движение равно-

ускоренное с начальной скоростью V0 = 0, тогда из 

уравнения движения найдём время падения: 

2

2gt
h =  => t = 

g

h2
. 

Уравнение зависимости скорости от времени: 

 gtV =1  => ghg
g

h
V 2

2
1 =⋅= . (1) 

Тогда средняя сила удара: 

Fср = 
t

ghm

∆
22

. 

Подставим числа: 

Fср 
03,0

27,081,92102 2 ⋅⋅⋅⋅
=

−

 = 1,5344 (Н). 

б) В случае для абсолютно неупругого соударения в проекции на 

ось У, направленную вниз, имеем: 

t

mV

t

mV

t

Vm
Fср ∆

=
∆

=
∆
∆= 1 , 

учли, что при абсолютно неупругом соударении скорость отскока V2 = 0. 

У нас движение равноускоренное с начальной скоростью V0 = 0. Тогда, с 

учётом зависимости скорости от времени (1), средняя сила удара при абсолютно не-

упругом соударении: 

Fср = 
t

ghm

∆
2

. 

Подставим числа: 

Fср 
03,0

27,081,9210 2 ⋅⋅⋅
=

−

 = 0,7672 (Н). 

Дано: 

m = 10 (г) 

h = 27 (см) 

α = 30° 

∆t = 0,03 (с) 

СИ: 

10-2 (кг) 

0,27 (м) 

1. Fср = ? 

а) сталь 

б) пластилин 

2. Fср30º = ? 

а) сталь 

б) пластилин 

 

1V
�

 

g  

02 =V
�

h 
y 

m 

1V
�

 

g  

2V
�

 

h 

y 

m 
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2. Для наклонённой плоскости под углом α = 30° к горизонту. 

а) В случае для абсолютно упругого соударения в проекции на 

ось У, направленную вверх, имеем: 
2

2 1( cos2 [ ]) (cos2 1) 2 cos
ср

m V m V V mV mV
F

t t t t

∆ α − − α + α= = = =
∆ ∆ ∆ ∆

, 

учли, что при абсолютно упругом соударении скорость отскока V2 равна скорости па-

дения V1. Но угол падения о плоскость α равен также углу отскока α, т. е. угол между 

скоростью падения V1 и V2 равен 2α. Учли также, что: 

сos2
α = 

1 cos2

2

+ α
. 

С учётом зависимости скорости от времени (1) средняя сила удара при абсо-

лютно упругом соударении: 

Fср = 
22 2 cosm gh

t

α
∆

. 

Подставим числа: 

Fср = 
03,0

4327,081,92102 2 ⋅⋅⋅⋅⋅ −

 = 1,1508 (Н). 

б) В случае для абсолютно неупругого соударения в проекции на ось У, направ-

ленную вниз, имеем: 

t

mV

t

mV

t

Vm
Fср ∆

=
∆

=
∆
∆= 1 , 

учли, что при абсолютно неупругом соударении скорость отскока V2 = 0. У 

нас движение равноускоренное с начальной скоростью V0 = 0. Тогда, с 

учётом зависимости скорости от времени (1), средняя сила удара при 

абсолютно неупругом соударении: 

Fср = 
t

ghm

∆
2

. 

Подставим числа: 

Fср 
03,0

27,081,9210 2 ⋅⋅⋅
=

−

 = 0,7672 (Н). 

Ответ: а) Fср = 1,64 (Н), 1,43 (Н); б) Fср = 0,87 (Н).  

Рекомендуемое задание №3 

Тело массой m = 5 (кг) брошено под углом α = 30° к горизонту с начальной 

скоростью V0 = 20 (м/с). Пренебрегая сопротивлением воздуха, найти: 1) импульс си-

лы F, действующей на тело, за время его полёта; 2) изменение ∆P импульса тела за 

время полёта.  

y 

1V
�

 

g  

2V
�

 

h 

α 

α 
α 

m 

y 

1V
�

 

g  

2V
�

 = 

h 

α 

α 

m 
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Решение: 

1. Импульс силы, по опре-

делению: 

F t∆
�

. 

Найдём скорость тела в наи-

высшей точке траектории через за-

висимость скорости движения от времени: 

00y yV V gt= = − . 

Выразим проекцию начальной скорости на ось Х через начальную скорость: 

0 0 sinyV V= α . 

Подставим это выражение в предыдущее и выразим время подъёма тела до 

наивысшей точки траектории: 

0 sinV gtα =  ⇒ 

0 sinV
t

g

α= . 

Т. к. время подъёма тела t равно половине времени полёта ∆t ⇒: 

0 sin
2 2

V
t t

g

α∆ = = . 

В нашем случае на тело во время полёта действует сила тяжести, т. е. 

F = mg. 

Тогда импульс силы равен: 

0
0

sin
2 2 sin

V
F t mg mV

g

α∆ = ⋅ = α  = 2 · 5 · 20 · ½ = 100 (Н·с). 

2. Изменение импульса, по определению: 

( )кон нач кон начP P Р P Р∆ = − = + −
� � � � �

. 

Заменили разность на сумму. 
С учётом того, что сопротивлением воздуха пренебрегаем, из 

рисунков видно, что изменения импульса по оси Х нет, а только по 

оси У. 

В проекции на ось У скорость (импульс) и угол падения равны 

начальным, тогда изменение импульса на ось, для удобства, противо-

положную У, равно: 

( ) 2y кон нач начP P Р Р∆ = − − = . 

Учтём, что импульс по определению равен: 

P mV=
���

, 

Дано: 

m = 5 (кг) 

α = 30° 

V0 = 20 (м/с) 

1. F∆t = ? 

2. ∆P = ? 

СИ: 

y 

x 

0V
�

 

хV0

�

 gm
�  

Vy=0 
Vx=V0x 

V
�

 

уV0

�

 α 

УV 0  
х 

0V  

V  

α 
α 

ХХ VV =0  

у 

УV  

0V  

V  

V∆  

V∆  
0V−  

у 

0Р  

Р  

Р∆  

Р∆  
0Р−  

у 
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тогда: 
0 02 2 siny yP mV mV∆ = = α . 

Подставим численные значения: 

∆P = 2 · 5 · 20 · ½ = 100 
кг м

с

⋅ 
 
 

. 

Ответ: F∆t = 100 (Н·с); ∆P = 
кг м

100
с

⋅ 
 
 

.  

Рекомендуемое задание №4 

Шарик массой m = 300 (г) ударился о стену и отскочил от неё. Определить им-

пульс Р1, полученный стеной, если в последний момент перед ударом шарик имел 

скорость V0 = 10 (м/с), направленную под углом α = 30° к поверхности стены. Удар 

считать абсолютно упругим.  

Решение: 

Закон сохранения импульса: 
/ /

C Ш C ШР Р Р Р+ = +
�� �� �� ��

. 

Импульс стены в начальный момент 

был равен нулю, т. е.:  

Pc = 0, 

тогда импульс, полученный стеной: 

( )/ / /
С Ш Ш Ш ШР Р Р Р Р= − = + −
�� �� �� �� ��

. 

Нетрудно заметить, что он противоположен изме-

нению импульса шарика: 
/ / /

( )С Ш Ш Ш Ш ШР Р Р Р Р Р= − = − − = −∆
�� �� �� �� �� ��

. 

В проекции на ось ОХ: 
/ /sin ( sin ) 2 sinС Ш Ш ШР Р Р Р= α − − α = α , 

т. к. удар абсолютно упругий, угол падения равен углу отражения, и импульсы 

шарика до и после соударения о стену равны. Причём изменение импульса шарика 

происходит только по оси Х. Тогда окончательно импульс, полученный стеной: 
/

1 02 sin 2 sinС ШP P P mV= = α = α . 

Учли, что импульс по определению: 

P = mV. 

Подставим численные значения: 

Р1 = 2 · 0,3 · 10 · ½ = 3 (Н·с). 

Ответ: Р1 = 3 (Н·с).  

Дано: 

m = 300 (г) 

V0 = 10 (м/с) 

α = 30° 

Р1 = ? 

СИ: 

0,3 (кг) 

α
' 

XV  

xu  
X 

α 
УV  V  

u  уu  

1Р  
Р  

РРС ∆−=  

РРС ∆−=  
/

1Р−  

х 

α 

α 

α 
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Рекомендуемое задание №5 

На железнодорожной платформе установлено орудие. Масса платформы с ору-

дием М = 15 (т). Орудие стреляет вверх под углом φ = 60° к горизонту в направлении 

пути. С какой скоростью покатится платформа вследствие отдачи, если масса снаряда 

m = 20 (кг) и он вылетает со скоростью V2 = 600 (м/с)?  

Решение: 
Закон сохранения импульса: 

10 20 1 2MV mV MV mV+ = +
�� �� �� ��

. 

Начальные скорости равны 

нулю, т. е.: 

1 20 MV mV= +
�� ��

. 

Спроецируем на ось OX: 2 10 cosmV MV= ϕ − , 

откуда скорость платформы: 

2
1

cosmV
V

M

ϕ= . 

Подставим численные значения: 

V1 = 
31015

2160020

⋅
⋅⋅

 = 0,4 (м/с). 

Ответ: V1 = 0,4 (м/с).  

Рекомендуемое задание №5а 

Конькобежец, стоя на льду, бросает груз весом 100 (Н) под углом 30° к горизонту. 

Груз падает на расстоянии 2,2 (м) от точки бросания. Какова будет начальная ско-

рость движения конькобежца, если вес его равен 640 (Н). Перемещением конькобеж-

ца во время броска пренебречь. 

Решение: 
По закону сохранения импульса: 

1 21 20 m V m V= +
�� ��

. 

Спроецируем на ось OX и выразим скорость груза: 

            1 1 2 20 cosmV m V= α −  =>, 

1 1
2

2

cosmV
V

m

α=  = 1
1

2
Х

т
V

т
.          (1) 

Из кинематики дальность по-

лёта тела, брошенного под углом к 

горизонту, определяется по формуле: 

     1ХS V t= = ⋅ℓ              (2) 

Дано: 
M = 15 (т) 

φ = 60° 

m = 20 (кг) 

V2 = 600 (м/с)

V1 = ? 

СИ: 
15·103 (кг) 

Дано: 
Р1 = 100 (Н) 

α = 30° 

ℓ = 2,2 (м) 

Р2 = 640 (Н) 

V2 = ? 

СИ: 

M 

X 

ϕ m 

2V  

1V  

α 

1V  

m1 

m2 

X 

2V  

У 

ХV 1  

УV 1  

ℓ 
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или 

 1 cosV t= α ⋅ℓ . (3) 

Время полёта найдём исходя из следующих соображений – уравнение движе-

ния груза вдоль оси ОУ – равноускоренное, следовательно: 

2

2

1

gt
tVy У −⋅= . 

В момент приземления груза координата по оси ОУ будет равна нулю, т. е.: 
2

10 sin
2

gt
y V t= = α ⋅ − . 

Представим в виде: 

 
2

1 sin
2

gt
V tα ⋅ =  => 1 sin

2

gt
V α = . (4) 

Делим (4) на (3) и выразим время полёта груза: 

1

1

sin

cos 2

V gt

V t

α =
α ⋅ ℓ

 => 
2

2

gt
tgα =

ℓ
 => t = 

2 tg

g

⋅ αℓ
, 

подставим время в (2) и выразим проекцию начальной скорости груза на ось ОХ: 

1

2
Х

tg
V

g

⋅ α= ⋅ ℓ
ℓ  => V1Х = 

2

g

tg⋅ α
ℓ
ℓ

 = 
2

g

tg⋅ α
ℓ

. 

Подставим это выражение в (1): 

V2 = 1

2 2

т g

т tg⋅ α
ℓ

. 

Выразим массы конькобежца и груза через их веса: 

1
1 ,

P
m

g
=  2

2

P
m

g
= . 

Окончательно, начальная скорость движения конькобежца: 

V2 = 1

2 2

Р g

Р tg⋅ α
ℓ

. 

Подставим численные значения: 

V2 = 
312

81,92,2

640

100

⋅
⋅

 = 0,6755 (м/с). 

Ответ: V2 = 0,6755 (м/с). 

Рекомендуемое задание №6 

Снаряд массой m = 10 (кг) обладал скоростью V = 200 (м/с) в верхней точке 

траектории. В этой точке он разорвался на две части. Меньшая часть массой 
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m1 = 3 (кг) получила скорость u1 = 400 (м/с) в прежнем направлении. Найти скорость 

u2 второй, большей части после разрыва.  

Решение: 

По закону сохранения 

импульса: 

2211 umumVm += . 

Спроецируем на ось OX и выразим скорость большей 

части снаряда: 

2211 umummV −=  => 

mVumum −= 1122  => 

2

11
2 m

mVum
u

−
= . 

Выразим массу большей части снаряда: 

m2 = m –m1, 

окончательно: 

1

11
2 mm

mVum
u

−
−

= . 

Подставим численные значения: 

310

200104003
2 −

⋅−⋅=u  = 
7

800−
 ≈ –114,3 (м/с). 

Примечание: Знак «–» говорит о том, что 2й осколок, больший, полетит по оси Х, 

т. е. в том же направлении, что и меньший осколок снаряда. 

Ответ: u2 = 114 (м/с).  

Рекомендуемое задание №7 

Снаряд массой m = 10 (кг) обладал скоростью V = 200 (м/с) в верхней точке траек-

тории. В этой точке он разорвался на две части. Меньшая часть массой m1 = 3 (кг) получи-

ла скорость u1 = 400 (м/с). С какой скоростью u2 и под каким углом φ2 к горизонту полетит 

большая часть снаряда, если меньшая полетела вперёд под углом φ1 = 60° к горизонту.  

Решение: 

Закон сохранения 

импульса: 

ΣPi = const 

или 

21 PPP
���

+=           (1) 

Импульс снаряда до разрыва: VmP = . 

Дано: 

m = 10 (кг) 

V = 200 (м/с) 

m1 = 3 (кг) 

u1 = 400 (м/с) 

u2 = ? 

СИ: 

Дано: 

m = 10 (кг) 

V = 200 (м/с) 

m1 = 3 (кг) 

u1 = 400 (м/с) 

φ1 = 60° 

1. u2 = ? 

2. φ2 = ? 

СИ: 

После: 
M2 M1 

1u  

Х 

M 
V  

До: 

 

После: 
Φ1 

M2 

M1 
1u  

Х 

У 

M 
V  

До: 

2u  уu2  
хu2  
хu1  

уu1  

Φ2 
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После разрыва 1й осколок: 

1 11P m u=
��

, 

второй: 
2 22P m u=
��

. 

Подставим в (1) выражения импульсов до и после разрыва снаряда: 

 1 21 2mV m u m u= + . (2) 

1. Из треугольника импульсов имеем по теореме косинусов: 
2 2 2
2 1 1 12 cosР Р Р РР= + − ϕ  =>. 

Подставим в это выражение формулы импульсов до и после разрыва снаряда и 

выразим скорость второго осколка: 
2 2 2

2 2 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) 2 cosm u mV m u mVm u= + − ϕ  => 

2 2
1 1 1 1 1

2
2

( ) ( ) 2 cosmV m u mVm u
u

m

+ − ϕ
= . 

Выразим массу 2го осколка: 

m2 = m – m1. 

Окончательно скорость второго осколка: 

2 2
1 1 1 1 1

2
1

( ) ( ) 2 cosmV m u mVm u
u

m m

+ − ϕ
=

−
. 

Подставим численные значения: 

u2 = 
310

2

1
4003200102)4003()20010( 22

−

⋅⋅⋅⋅⋅−⋅+⋅
 = 

7

104,212002000 622 ⋅−+
 =  

=
7

1004,3 6⋅
 ≈ 

7

56,1743
 ≈ 249 (м/с). 

2. Для нахождения угла полёта 2го осколка спроецируем на оси выражение (2): 

ОХ: mV = m1u1cosφ1 + m2u2cosφ2, 

ОУ: 0 = m1u1sinφ1 – m2u2sinφ2. 

Перепишем: 

 m2u2cosφ2 = mV – m1u1cosφ1,  (3) 

 m2u2sinφ2 = m1u1sinφ1. (4) 

Разделим (4) на (3): 

tgφ2 = 1 1 1

1 1 1

sin

cos

m u

mV m u

ϕ
− ϕ

 => 

Х 

У 
Φ1 

1Р  

Φ2 
2Р  
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угол полёта 2го осколка к горизонту: 

φ2 = arctg 1 1 1

1 1 1

sin

cos

m u

mV m u

ϕ
− ϕ

. 

Подставим численные значения: 

φ2 = arctg
21400320010

234003

⋅⋅−⋅
⋅⋅

 = arctg
1400

23,1039
 ≈ arctg0,7432 ≈ 36,62°, 

но берём знак «–», т. к. мы это заложили в начале задачи в треугольнике скоростей. 

Окончательно угол полёта 2го осколка φ2 = –36,62°, т. е. под горизонт – ось ОХ. 

Ответ: u2 = 250 (м/с); φ2 = –36,6°. 

Рекомендуемое задание №8 

В лодке массой m1 = 240 (кг) стоит человек массой m2 = 60 (кг). Лодка плывёт 

со скоростью V1 = 2 (м/с). Человек прыгает с лодки в горизонтальном направлении со 

скоростью V = 4 (м/с) (относительно лодки). Найти скорость u движения лодки после 

прыжка человека в двух случаях: 1) человек прыгает вперёд по движению лодки; 

2) в сторону, противоположную движению лодки.  

Решение: 
По закону сохране-

ния импульса на 

ось ОХ: 

(m1 + m2) V1 =  

= m2(V + V1) + m1u1, 

учли, что скорость человека относительно берега определяется 

по закону сложения скоростей: Vчел = V + V1. 

Отсюда скорость лодки после прыжка человека в направлении движения лодки: 

1

12121
1

)()(

m

VVmVmm
u

+−+
=  = 

1

1221211

m

VmVmVmVm −−+
 = 

1

211

m

VmVm −
 = V1 – 

1

2

m

m
V. 

Подставим численные значения: 

u1 = 2 – 
240

60
4 = 2 – 1 = 1 (м/с). 

2. При прыжке человека из лодки в противоположную сторону движения лодки 

он создаст дополнительную скорость ей. Найдём её. 

По закону сохранения импульса  

на ось ОХ имеем: 

2112121 )()( UmVVmVmm +−−=+ , 

учли, что скорость человека относительно 

берега определяется по закону сложения 

скоростей: Vчел = V + V1. 

Дано: 

m1 = 240 (кг) 

m2 = 60 (кг) 

V1 = 2 (м/с) 

V = 4 (м/с) 

1. u1 = ? 

2. u2 = ? 

СИ: 

1V  

V  

1u  

До После 

Х 

1V  

До 

V  
2u  

Х  
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Отсюда скорость лодки после прыжка человека в направлении движения лодки: 

1

12121
2

)()(

m

VVmVmm
u

−++=  = 
1

1221211

m

VmVmVmVm −++
 = 

1

211

m

VmVm +
 = V1 + 

1

2

m

m
V. 

Подставим численные значения: 

u2 = 2 + 
240

60
4 = 2 + 1 = 3 (м/с). 

Ответ: 1 (м/с), 3 (м/с).  

Рекомендуемое задание №9 

Движущееся тело массой m1 ударяется о неподвижное тело массой m2. Считая 

удар неупругим, а тела движущимися после удара вместе, найти, какая часть ∆Q пер-

воначальной кинетической энергии К1 переходит при ударе в тепло. Задачу решить 

сначала в общем виде, а затем рассмотреть случаи: 1) m1 = m2; 2) m1 = 9m2.  

Решение: 
Удар абсолютно неуп-

ругий, следовательно, закон 

сохранения механической 

энергии не выполняется. Тела до и после удара обладают лишь 

кинетической энергией. 

До удара 2е тело покоится, а 1е движется, т. е. оно обладало 

кинетической энергией: 

2

2
11

1

Vm
K = , 

после удара оба тела движутся с одинаковой скоростью, т. к. удар абсолютно 

неупругий, т. е. кинетическая энергия обоих тел: 

 
2

)( 2
21

2

umm
K

+
= . (1) 

Выделившееся тепло ∆Q найдём исходя из следующих соображений – разница 

кинетических энергий взаимодействующих тел до K1 и после K2 и будет теплом, т. е.: 

∆Q = K1 – K2. 

Нам необходимо найти долю выделившегося тепла к начальной кинетической 

энергии, т. е.: 

 
1

21

1 K

KK

K

Q −
=∆

. (2) 

Воспользуемся законом сохранения импульса: 

UmmVm
��

)( 2111 += . 
В проекции на ось ОХ: 

m1V1 = (m1 + m2)u. 

Дано: 
m1; m2 

V1; V2 = 0 

1. m1 = m2 

2. m1 = 9m2 

1K

Q∆
 = ? 

СИ: m
1V  m

X  

До удара 
mm

u  
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Выразим скорость обоих тел после удара  

21

11

mm

Vm
u

+
= . 

Подставим её в формулу (1): 

( )
( ) ( )21

2
1

2
1

2
21

2
1

2
121

2 22 mm

Vm

mm

Vmmm
K

+
=

+
+

= . 

Подставим полученное выражение в (2): 

21

1
2

11

21

2
1

2
1

2
11

1

1

2

)(22

mm

m

Vm

mm

VmVm

K

Q

+
−=

+
−

=∆
. 

Здесь мы разбили на две дроби. Окончательно, приведя к общему знаменателю 

и сокращая на m1, имеем в общем случае: 

21

2

1 mm

m

K

Q

+
=∆

. 

1 случай: m1 = m2. 

Подставим и получим: 

5,0
2 1

1

1

==∆
m

m

K

Q
. 

2 случай: m1 = 9m2. 

Подставим и получим: 

1,0
10 2

2

1

==∆
m

m

K

Q
. 

Ответ: ;
21

2

1 mm

m

K

Q

+
=∆

 0,5; 0,1. 

Рекомендуемое задание №10 
Тело массой m1 = 2 (кг) движется по горизонтальной плоскости навстречу телу 

массой m2 = 1,5 (кг) и неупруго сталкивается с ним так, что после столкновения оба 

тела двигаются вместе. Скорости тел непосредственно перед столкновением равны: 

V1 = 1 (м/с), V2 = 2 (м/с). Сколько времени t будут двигаться эти тела после столкно-

вения, если коэффициент трения k = 0,05?  

Решение: 

На тела после 

столкновения вдоль 

оси ОХ действует 

постоянная сила – 

сила трения: 

gmmkkNkNFFF тртртр )( 212121 +=+=+= .       (1) 

Дано: 
m1 = 2 (кг) 

m2 = 1,5 (кг) 

V1 = 1 (м/с) 

V2 = 2 (м/с) 

k = 0,05 

t = ? 

СИ: 

m1 m2 

X 

До удара 

m2 
m1 u  

После удара 

2V  
1V  

У 

1трF  2трF  

1N  
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Учли, что реакция опоры из проекции на ось ОУ: 

N = mg. 

По закону сохранения импульса: 

ummVmVm )( 212211 +=+ . 

Спроецируем на ось ОХ и выразим скорость тел u после столкновения: 

 
21

2211
212211 )(

mm

VmVm
uummVmVm

+
−

=⇒+=− . (2) 

II  закон Ньютона через импульс силы и изменение импульса тела: 

ummРtFтр )( 21 +=∆=⋅ , 

учли, что в момент остановки импульс тела равен нулю. 
Подставим выражение силы трения: 

ukgtummgtmmk =⇒+=+ )()( 2121 . 

Выразим время и подставим выражение скорости тел u после столкновения: 

t = 
kg

u
 = 

)( 21

2211

mmkg

VmVm

+
−

. 

Подставим численные значения: 

t = 
)5,110(81,905,0

25,1110

+⋅⋅
⋅−⋅

 = 
64075,5

7
 ≈ 0,57 (с). 

Ответ: t ≈0,57 (с). 

Домашнее задание №1 

Мяч массой 250 (г) со скоростью 50 (м/с) ударяется о вертикальную стенку и 

упруго отскакивает. Стенка получает импульс, равный 2,2 (кг·м/с). Определить угол и 

силу удара при продолжительности удара 0,02 (с).  

Решение: 

 

 

1. Из закона сохранения импульса (рисунок векторов импульсов): 

1P  = 2P  + сP . 

Откуда импульс, полученный стенкой: 

сP  = 1P  – 2P  = – P∆  = m 1V  – m 2V  = m( 1V  – 2V ) = –m V∆ . 

Дано: 

m = 250 (г) 

V = 50 (м/c) 

cP  = 2,2 (кг·м/с) 

t = 0,02 (с) 

1. ϕ = ? 

2. F = ? 

СИ: 

0,255 (кг) 

X 

φ 

V 1x 

V 1y 
V 1 

φ 
n  

V 2x 

V 2y V 2 Y 

φ 

Р 1 

Р 2 

∆Р  

-Р 1 

Р c 

φ 
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Проектируя на оси: 

 Рс = ∆Р = m∆V, (1) 

найдём изменение скорости мяча: 

12 VVV
���

−=∆ . 

При абсолютно упругом ударе угол падения равен углу отражения. Из рисунка 

видно, что проекция скорости на ось У не меняется, в то время как на Х – на обратное 

направление. Т. е. нас интересует изменение скорости мяча на ось Х: 

ххх VVVV 12

����
−=∆=∆ . 

И так проекция на ось Х: 

∆V = ∆Vх = V2сosφ – (–V1сosφ) = 2Vсosφ, 

здесь учли, что V1 = V2 = V. Тогда изменение импульса стенки с учётом (1): 

Рс = 2mVсosφ. 

Откуда найдём угол: 

φ = arccos
mV

Рс
2

 = arccos
5025,02

2,2

⋅⋅
 = arccos0,088 = 84,95° ≈ 85°. 

2. II  закон Ньютона в скалярном виде через импульс силы и изменение им-

пульса тела: 

VmPtF ∆=∆=∆ , 

откуда сила: 

t

Vm

t

P
F

∆=∆= . 

Тогда с учётом формулы (1) сила удара: 

t

Р
F с

∆
=  = 

02,0

2,2
 = 110 (Н). 

Ответ: ϕ = 85°; F = 110 (Н). 

Домашнее задание №2 

Под углом 30° к нормали стенки подлетает молекула со скоростью 400 (м/с) и 

массой 3 · 10-23 (г), упруго ударяется и отлетает. Определить импульс силы, получен-

ный стенкой.  

Решение: 

II  закон Ньютона в 

скалярном виде через им-

пульс силы и изменение 

импульса тела: 

VmPtF ∆=∆=∆ . 

Дано: 

ϕ = 30° 

V = 400 (м/c) 

m = 3 · 10-23 (г) 

СИ: 

 

 

3 · 10-26 (кг) 

F∆t = ?  

φ 

Р 1 

Р 2 

∆Р  

Р− 1 

Р c 

φ 
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Закон сохранения импульса: 

21 РРР стенка += . 
В проекции на ось Х (поскольку изменение только по 

этой оси): 

Р1х = Рстена, х – Р2х, 

или импульс, полученный стеной, равен изменению импульса 

мяча: 

 Рстена = ∆Р = Р1cosφ + Р2cosφ = 2Рcosφ = 2mVcosφ, (1) 

учли, что импульсы до и после равны: 

Р1 = Р2 = Р = mV. 

Подставим выражение (1) в импульс силы: 

F∆t = 2mVсosφ. 

Подставим численные значения: 

F∆t = 2·3·10-26·400·
2

3
 = 20,8·10-24 = 2,08·10-23 (Н·с). 

Ответ: F∆t = 2,0·1020 (Н·с). 

Домашнее задание №3 

Снаряд летит с горизонтальной скоростью 600 (м/с) и разрывается на два ос-

колка. Один из осколков большей массы падает по вертикали, а другой, массой в 

2 раза меньше первого, движется после разрыва под углом 30° к горизонту. Какова 

скорость второго осколка?  

Решение: 
Закон сохранения импульса: 

2211 VmVmVM += . 

 

 

 

Проекция на оси: 

 ОХ: MV = 0 + m2V2cosα; (1) 

 ОУ: 0 = m1V1 – m2V2sinα, (2) 

где общая масса снаряда: 

М = m1 + m2 = m1 + 
2

1
m1 = 

2

3
m1, 

и выразим m2 через m1. Подставим в любое выражение, например в (1), т. к. ищем 

скорость 2го осколка: 

Дано: 
α = 30° 

V = 600 (м/c) 

2

1

m

m
 = 

2

1
 

V = ? 

СИ: 
После: 

Α 
M2 

M1 

У 

М 
V  

До: 

V 2 

V 1 Х 

X 

φ 

V
1x 

V
1y 

V
1 

φ 
n

V
2x 

V
2y V

2 Y 
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1
1 2

3
cos

2 2

m
mV V= α , 

после сокращения на 
2

1m
: 

23 cosV V= α , 

откуда скорость 2го осколка: 

2

3 3 600

cos 3 2

V
V

⋅= =
α

 = 2078 м/с ≈ 2,1·103 (м/с). 

Ответ: V = 2,1·103 (м/с). 

Домашнее задание №4 

Лодка длиной ℓ = 3 (м) и массой М = 120 (кг) стоит на спокойной воде. На носу 

и корме находятся два рыбака массами m1 = 90 (кг) и m2 = 60 (кг). Насколько сдвинет-

ся лодка относительно воды, если рыбаки поменяются местами?  

Решение: 
Для простоты считаем скорости 

рыбаков постоянными. Поэтому пере-

мещение лодки относительно воды из 

кинематики: 

S = S1 – S2   (1) 

где S1 – перемещение лодки со скоростью u1 относительно во-

ды при движении 1го рыбака и S2 – соответственно 2го рыбака: 

 S1 = u1t1, (2) 

 S2 = u2t2. (3) 

Найдём перемещение лодки S1, т. е. рассмотрим сначала движение первого ры-

бака ко 2му. Закон сохранения импульса в проекции на ось Х: 

m1V1 – (m2 + M)u1 = 0, 

где V1 и u1 – скорости относительно воды. Откуда скорость лодки со 2ым рыбаком 

относительно воды (в левую сторону): 

 u1 = 
Mm

Vm

+2

11 . (4) 

Время перехода по лодке 1ым рыбаком: 

 t1 = 
1

1

V

L
 = 

1

1

V

SL −
, (5) 

где L1 – расстояние, пройденное рыбаком относительно воды, оно меньше длины 

лодки на перемещение лодки. 

Дано: 
ℓ = 3 (м) 

М = 120 (кг) 

m1 = 90 (кг) 

m2 = 60 (кг) 

х = ? 

СИ: 

х 

y 

m1 g  m2 g  
M g  

V 1  
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Подставим выражения скорости лодки u1 (4) и времени перемещения лодки t1 

(5) в формулу перемещения S1 (2): 

S1 = 
1

1

2

11

V

SL

Mm

Vm −
⋅

+
 = ( )1

2

1 SL
Mm

m
−

+
. 

Произведём преобразования: 

S1(m2 + M) = m1L - m1S1, 

откуда первое перемещение лодки влево: 

S1 = 
Mmm

Lm

++ 21

1 . 

Проведя аналогичные рассуждения для перемещения 2го рыбака, получим, что 

лодка сместится вправо на расстояние: 

S2 = 
Mmm

Lm

++ 21

2 . 

Тогда полное перемещение лодки: 

S = 
Mmm

Lm

++ 21

1  – 
Mmm

Lm

++ 21

2  = 
( )

Mmm

Lmm

++
−

21

21 . 

Подставим численные значения: 

S = 
( )

1206090

36090

++
⋅−

 = 
270

90
 = ⅓ ≈ 0,33 (м). 

Ответ: х = 
( )

Mmm

mm

++
−

21

21 ℓ
 = 0,33 (м). 

 

Занятие №5 «Закон сохранения механической энергии. Абсолютно упругий, 

абсолютно неупругий удар. Теорема о кинетической энергии. Работа. Мощность» 

Рекомендуемое задание №1 

Камень бросили под углом α = 60° к горизонту со скоростью V0 = 15 (м/с). Найти 

кинетическую, потенциальную и полную энергии камня: 1) спустя 1 (с) после начала 

движения; 2) в высшей точке траектории. Масса камня m = 0,2 (кг), сопротивлением воз-

духа пренебречь.  

Решение: 
При t = 0 (с) в начальный 

момент времени тело обладает 

только кинетической энергией (от-

считываем потенциальную относи-

тельно поверхности земли): 

Е = Т0 = 
2

2
0mV

 = 
2

152,0 2⋅
 = 22,5 (Дж), 

учли, что она и есть полная! 

Дано: 
V0 = 15 (м/с) 

α = 60° 

m = 0,2 (кг) 

1. t = 1 (с) 

2. h = (Н) 

Т, П, Е = ? 

СИ: 

V 0 

S 

V 0x 
V 0у 

х 

y 
g  

α H 
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1. При времени t. 

Кинетическая энергия тела: 

Т = 
2

2mV
, 

где V – скорость тела в момент времени t – определим исходя из следующих сооб-

ражений. В любой момент времени скорость раскладывается по осям и по теореме 

Пифагора: 

V2 = 22
ух VV + . 

Они в свою очередь: 

Vх = V0х = V0cosα   – движение равномерное; 

Vу = V0у – gt = V0sinα – gt   – движение равнозамедленное. 

Следовательно: 

V2 = (V0сosα)2 + (V0sinα – gt)2. 

Окончательно кинетическая энергия: 

Т = ( ) ( )2 2

0 0cos sin
2

m
V V gt α + α −

 
 = 

























⋅−⋅+







 ⋅
22

181,9
2

3
15

2

1
15

2

2,0
 =  

= 0,1(56,25 + 10,115) ≈ 6,64 (Дж). 

Потенциальную найдём из закона сохранения энергии: 

Е = Т + П => 

П = Е – Т = 22,5 – 6,64 = 15,86 (Дж). 

2. При максимальной высоте. 

Т. е. проекция скорости на ось ОУ: Vу = 0 (м/с). Следовательно, полная скорость: 

V = Vх = V0сosα, 

и кинетическая энергия: 

Т = 
2 2

0 cos

2

mV α
 = 

2

412252,0 ⋅⋅
 = 5,625 (Дж). 

Потенциальную найдём из закона сохранения энергии: 

Е = Т + П => 

П = Е – Т = 22,5 – 5,625 = 16,875 (Дж). 

Примечание: Можно наоборот сначала искать потенциальную энергию. 

Ответ: 1) Т = 7 (Дж); П = 15,5 (Дж); Е = 22,5 (Дж); 2) Т = 5,625 (Дж); П = 16,875 (Дж); 

Е = 22,5 (Дж). 

Рекомендуемое задание №2 

Под действием постоянной силы F вагонетка прошла путь S = 5 (м) и приобре-

ла скорость V = 2 (м/с). Определить работу А силы, если масса вагонетки равна 

m = 400 (кг) и коэффициент трения ƒ = 0,01.  
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Решение: 

1 способ. По закону сохране-

ния энергии работа внешней силы 

идёт на изменение кинетической 

энергии тела и работы сил трения: 

А = ∆Т + Атр. 

Изменение кинетической энергии: 

∆Т = Ткон – Тнач = 
22

2
0

2 mVmV −  = 
2

2mV
, 

учли, что начальная скорость равна нулю. Работа силы трения: 
Атр = FтрS = ƒNS = ƒmgS. 

Следовательно: 

А = 
2

2mV
 + ƒmgS = 

2

4400⋅
 + 0,01·400·9,81·5 = 800 + 196,2 = 996,2 (Дж). 

2 способ. Работа внешней силы: 

dA = d(Fs) = Fds, 

поскольку сила постоянна, интегрируя, получим: 

А = ∫
S

dsF
0

 = FS. 

Найдём силу тяги. 2й закон Ньютона: 

F  + F тр + mg  + N  = ma . 

В проекции на оси: 

 ОХ:  F – Fтр = ma, (1) 

 ОУ:  N – mg = 0, (2) 

где сила трения с учётом (2): 
Fтр = ƒN = ƒmg. 

Тогда (1): 

F – ƒmg = ma 

или: 
F = m(а + ƒg). 

Найдём ускорение из кинематики при равноускоренном движении с начальной 

скоростью V0 = 0: 

S = 
а

VV

2

2
0

2 −
 = 

а

V

2

2

, 

откуда ускорение: 

Дано: 

S = 5 (м) 

V0 = 0 

V = 2 (м/с) 

m = 400 (кг) 

ƒ = 0,01 

А = ? 

СИ: 
N  

mg  

F  а  
F тр 

у 

х 



 

74 

а = 
S

V

2

2

. 

Тогда сила тяги: 

F = m(
S

V

2

2

 + ƒg). 

Окончательно совершённая работа: 

А = m(
S

V

2

2

 + ƒg)S = 400(
52

4

⋅
 + 0,01·9,81)5 = 400·0,4981·5 = 996,2 (Н). 

Ответ: А = 996 (Дж). 

Рекомендуемое задание №3 

Вычислить работу А, совершаемую на пути S = 2 (м) равномерно возрастающей 

силой, если в начале пути сила F1 = 10 (Н), в конце пути F2 = 46 (Н).  

Решение: 

Элементарная работа внешней силы: 

dA = Fds. 

Сила у нас величина переменная, т. е.: 

F = F1 + ks, 

где коэффициент k можно представить как: 

k = 
s

FF 12 −
. 

Тогда полная работа найдётся интегрированием: 

А = ∫ Fds = ( )∫ +
S

dsksF
0

1  = F1s +
2

2ks
. 

Подставим выражение k: 

А = F1s +
2

2
12 s

s

FF
⋅

−
 = F1s + s

FF ⋅−
2

12  = s
FF ⋅+

2
21 . 

Подставим численные значения: 

А = 12
2

4610 ⋅+
 = 336 (Дж). 

Ответ: А = 336 (Дж).  

Рекомендуемое задание №4 

Пуля, летящая горизонтально, попадает в шар, подвешенный на очень лёг-

ком жёстком стержне, и застревает в нем. Масса пули в 1000 раз меньше массы 

шара. Расстояние от точки подвеса стержня до центра шара ℓ = 1 (м). Найти ско-

рость пули, если известно, что стержень с шаром отклонился вследствие удара 

пули на угол α = 10°.  

Дано: 

S = 12 (м) 

F1 = 10 (Н) 

F2 = 46 (Н) 

А = ? 

СИ: F 

F1 

F2 

0 S 
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Решение: 

 

 

 

 

 

 
 

Закон сохранения импульса в момент попадания пули: 

m2V 2,0 = (m1 + m2)u , 

где u – скорость шара с застрявшей в ней пулей после взаимодействия. Она равна 

после проекции на ось ОХ: 

 u = 
21

0,22

mm

Vm

+
. (1) 

Кинетическая энергия, которой обладают шар с пулей по закону сохранения 

энергии, переходит в потенциальную: 

( )
2

2
21 umm +

 = (m1+m2)gh, 

после сокращения на (m1+m2) и с учётом (1): 
2

21

0,22

2

1









+
⋅

mm

Vm
 = gh, 

откуда начальная скорость пули: 

V2,0 = gh
m

mm
2

2

21 +
 = (1 + 

2

1

m

m
) gh2 . 

Найдём высоту h, на которую поднимутся шар с пулей из рисунка: 

h = DC = BE = AC – AD, 

AC = AB = ℓ, 

AD = ABcosα = ℓcosα, 

т. е. высота подъёма: 
h = ℓ(1 – сosα). 

Окончательно скорость пули: 

V2,0 = (1 + 
2

1

m

m
) ( )2 1 cosg − αℓ . 

Подставим численные значения: 

V2,0 = (1 +1000) ( )98481,01181,92 −⋅⋅⋅  = 1001 · 0,546 = 546,5 (м/с). 

Ответ: V2,0 = 550 (м/с).  

Дано: 

ℓ = 1 (м) 

m1 = 1000m2 

α = 10° 

V2,0 = ? 

СИ: 

V
�

2,0 

m2 

A 

α 
D B 

E 
C h 

α ℓ 

Т  

(m1 + 
m )  

m1 g
�  

х 
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Рекомендуемое задание №5 

Пуля массой m = 10 (г), летящая с горизонтальной скоростью V = 400 (м/с), по-

падает в мешок, набитый ватой, массой М = 4 (кг), висящий на длинной нити. Найти 

высоту, на которую поднимается мешок, если пуля застревает в нём, и долю её кине-

тической энергии, которая была израсходована на пробивание ваты.  

Решение: 
1. По закону сохранения 

импульса: 

Р до = Р после. 

Проекция импульса на 

ось Х: 

Рдо = mV + M·0, 

Рпосле = (m + M)u. 

Тогда: 

mV = (m + M)u. 

Откуда скорость движения мешка с пулей после удара: 

 u = 
mM

mV

+
. (1) 

Закон сохранения энергии: 

Едо = Епосле. 

Вначале (пуля начала движение с мешком) система обладает только кинетиче-

ской энергией, т. к. за нуль потенциальной возьмём их нижнее положение: 

Едо = К = 
2

)( 2uMm+
. 

При максимальном отклонении (конец движения вверх) – только 

потенциальной энергией: 

Епосле = П = (m + M)gh. 

Или закон сохранения энергии перепишется в следующем виде: 

2

)( 2uMm+
= (m +M)gh. 

Откуда высота поднятия с учётом (1): 

h = 
g

u

2

2

 = 
2

22

)(2 mMg

Vm

+
 = 

2

44

01,481,92

101610

⋅⋅
⋅⋅−

 ≈ 0,0507 м = 5,07 (см). 

2. Кинетическая энергия, которой обладала пуля до попадания в мешок: 

K0 = 
2

2mV
. 

Энергия, которой обладали мешок с пулей после попадания: 

Дано: 
m = 10 (г) 

M = 4 (кг) 

V = 400 (м/с) 

СИ: 
0,01 (кг)

1. h = ? 

2. 
0K

К∆
 = ? 

 
V
�

 

m 

α 

Т  

(M + m) g
�  

M g
�  

х h 
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К = 
2

)( 2uMm+
 = 

2

2

)(









+
⋅+

mM

mVMm
 = 

)(2

22

mM

Vm

+
. 

Тогда их разница и есть потери на пробивание ваты: 

∆К = K0 – К. 

Следовательно, доля потери энергии: 

0К

К∆
 = 

0

0

K

KK −
 = 1 – 

0К

К
 = 1 – 

2

22 2

)(2 mVmM

Vm ⋅
+

 = 1 – 
mM

m

+
 = 

mM

М

+
. 

Подставим численные значения: 

0К

К∆
 = 

01,4

4
 ≈ 0,99751 = 99,751%. 

Ответ: h = 5 (см); 
0K

К∆
 = 99,75%. 

Рекомендуемое задание №6 

Пружина жёсткостью К = 1 (кН/м) была сжата на ∆х1 = 4 (см). Какую нужно со-

вершить работу А, чтобы сжатие пружины увеличить до ∆х2 = 18 (см).  

Решение: 

1 способ. Работа, совершаемая над пружиной: 

А = –Аупр. 

Работа, совершаемая пружиной, идёт на изменение её 

потенциальной энергии: 

Аупр = ∆П = П2 – П1. 

Потенциальная энергия упругодеформированного тела: 

П = –
2

2kx
 

или работа сил упругости: 

Аупр = 
22

2
1

2
2 x

k
x

k
∆

+
∆

− , 

или внешняя работа: 

А = 






 ∆
−

∆
22

2
1

2
2 x

k
x

k  = ( )2
1

2
22

xx
k ∆−∆ . 

Подставим численные значения: 

А = ( )4242
3

1041018
2

10 −− ⋅−⋅  = ( )16324
20

1 −  = 15,4 (Дж). 

2 способ. Работа, совершаемая над пружиной: 

А = –Аупр. 

Элементарная работа, совершаемая силами упругости: 

dАупр = Fупрdx. 

Дано: 

К = 1 (кН/м) 
∆х1 = 4 (см) 
∆х2 = 18 (см) 

СИ: 

103 (Н/м) 
0,04 (м) 
0,18 (м) 

А = ?  
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По закону Гука: 

Fупр = –kx 

или 

dАупр = –kxdx. 

Проинтегрируем: 

Аупр = –k ∫
∆

∆

2

1

x

x

xdx = –k
2

1

x

x

2

2

∆

∆

x
 = –k 







 ∆
−

∆
22

2
1

2
2 xx

 = – ( )2
1

2
22

xx
k ∆−∆ . 

Тогда работа по дополнительному сжатию пружины: 

А = –Аупр = ( )2
1

2
22

xx
k ∆−∆ . 

Подставим численные значения: 

А = ( )4242
3

1041018
2

10 −− ⋅−⋅  = ( )16324
20

1 −  = 15,4 (Дж). 

Ответ: А = 15,4 (Дж).  

Рекомендуемое задание №7 

Материальная точка массой m = 2 (кг) двигалась под действием некоторой силы со-

гласно уравнению x = A + Bt + Ct2 + Дt3, где А = 10 (м), В = –2 (м/с), С = 1 (м/с2),  

Д = –0,2 (м/с3). Найти мощность, затрачиваемую на движение точки в моменты времени 

t1 = 2 (c) и t2 = 5 (c).  

Решение: 
1 способ. Мгновенная мощность по определению: 

N = 
dt

dA
 = 

( )cosd FS

dt

α
 = cos

dS
F

dt
α  = FV, 

учли, что α = 90° и, соответственно, сosα = 1. Сила по 

II  закону Ньютона: 

F = ma. 

Тогда мощность: 

N = maV. 

Скорость, по определению, – первая производ-

ная координаты по времени: 

V = 
dt

dx
 = B + 2Ct + 3Dt2. 

Ускорение, по определению, – первая производная скорости по времени: 

а = 
dt

dV
 = 2C + 6Dt. 

Соответственно, уравнение мощности: 

N = m(2C + 6Dt)·(B + 2Ct + 3Dt2). 

Дано: 

m = 2 (кг) 

x = A + Bt + Ct2 +Dt3 

А = 10 (м) 

В = –2 (м/с) 

С = 1 (м/с2) 

Д = –0,2 (м/с3) 

t1 = 2 (c) 

t2 = 5 (c) 

1) N1 –?  

2) N2 –? 

СИ: 
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Подставим численные значения: 

N1 = 2·(2·1 + 6·(–0,2)·2)·(–2 + 2·1·2 + 3·(–0,2)·22) = 2·(–0,4)·(–0,4) = 0,32 Вт. 

N2 = 2·(2·1 + 6·(–0,2)·5)·(–2 + 2·1·5 + 3·(–0,2)·52) = 2·(–4)·(–7) = 56 Вт. 

2 способ. Уравнение движения в нашем случае: 

x = 10 – 2t + t2 + 0,2t3. 

По определению мощность:  

N = 
cosA FS

t t

α= =FV, 

учли, что α = 90° и, соответственно, сosα = 1. Сила по II  закону Ньютона: 

F = ma. 

Тогда мощность: 

N = maV. 

Ускорение, по определению, – вторая производная координаты по времени или 

первая производная скорости по времени: 

a = х ′′  = 
2

2

dt

xd
 = V ′  = 

dt

dV
. 

Найдём уравнение скорости: 

V = x′  = –2 + 2t – 0,6t2. 

Вычислим скорости соответственно в моменты времени t1 и t2: 

V1(2) = –0,4 (м/с), 

V2(3) = –7 (м/с), 

a = 2 – 1,2t. 

Вычислим ускорения соответственно в моменты времени t1 и t2: 

a1 = –0,4 (м/с2), 

a2 = –4 (м/с2). 

Соответственно, силы: 

F1 = –0,8 (H), 

F2 = –8 (H) 

и мощности: 
N1 = 0,32 Вт, 

N2 = 56 Вт. 

Ответ: N1 = 0,32 (Вт); N2 = 56 (Вт).  

Рекомендуемое задание №8 

Определить работу А, которую совершает сила гравитационного поля Земли, 

если тело массой m = 1 (кг) упадёт на поверхность Земли: 1) с высоты h, равной ра-

диусу Земли; 2) из бесконечности. Радиус R Земли и ускорение свободного падения g 

на её поверхности считать известными.  
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Решение: 

1 способ. Закон всемир-

ного тяготения: 

Fтяготения = 
2

3

r

mM
G . 

 

Элементарная работа сил тяготения при малом перемещении: 

dА = d(Fтяготенияrсosα) = dr
r

mM
G

2
3− , 

учли, что сила Fтяготения противоположно направлена перемещению тела (в общем 

случае тело удаляем от Земли), т. е. α = 180° или сosα = –1. Работа при перемещении 

тела из точки R1 до R2 (проинтегрируем): 

А = –GmMз ∫
2

1

2

R

R r

dr
 = –GmMз

2

1

1
R

R
r







−  = –GmMз 







−

21

11

RR
 = GmMз 








−

12

11

RR
. 

Подставим исходные данные и получим соответственно: 

1. А = GmMз 








+
−

hRR ЗЗ

11
 = GmMз 









+
−

ЗЗЗ RRR

11
 = 

З

З

R

mM
G

2
. 

Так как по определению ускорение свободного падения: 

g = 
2
3

ЗR

M
G , 

то работа примет выражение: 

А = 
2

3mgR
 = 

2

1037,681,91 6⋅⋅⋅
 ≈ 31,24·106 (Дж) = 31,24 (МДж). 

2. Из бесконечности на поверхность Земли работа: 

А = GmMз 








∞
− 11

ЗR
 = GmMз

ЗR

1
 = 

З

З

R

mM
G  = mgRз. 

Подставим численные значения: 

A = 1·9,81·6,37·106 ≈ 62,49·106 (Дж) = 62,49 (МДж). 

2 способ. 1. Работа сил поля равна убыли потенциальной энергии (отсчёт от 

центра Земли), что также вытекает из 1го способа решения задачи: 

A = –∆П = П1 – П2. 

Потенциальная энергия тела в 1й точке: 

П1 = 
hR

mM
G

З

З

+
− . 

Потенциальная энергия тела во 2й точке: 

П2 = 
3

3

R

mM
G− . 

Дано: 
m = 1 (кг) 
g = 9,81 (м/с) 
h = Rземли = 6370 (км) 
h = ∞ 

СИ: 

6,37·106 (м) 

1. А1 – ? 
2. А2 – ? 

 

r dr 

тягF  
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Тогда работа: 

A = 
hR

mM
G

З

З

+
−  – 








−

3

3

R

mM
G  = 

3

3

2R

mM
G  = 

2
3mgR

 = 31,24 (МДж). 

2. Потенциальная энергия тела в 1й точке: 

П1 = 
hR

mM
G

+
−

3

3 =→0 (т. к. h → ∞). 

Тогда работа: 

A = –∆П = П1 – П2 = –П2= – 







−

3

3

R

mM
G  = 

3

3

R

mM
G  = mgRз = 62,49 (МДж). 

Ответ: 1) А = 
2

1
mgR = 31,2 (MДж); А = mgR = 62,4 (МДж).  

Рекомендуемое задание №9 

Шар массой m1 = 6 (кг) налетает на другой, покоящийся шар массой m2 = 4 (кг). 

Импульс Р1 первого шара равен 5 (кг·м/с). Удар шаров прямой, неупругий. Определить 

непосредственно после удара: 1) импульсы P'1 первого шара и Р'2 второго шара; 

2) изменение ∆Р1 импульса первого шара; 3) кинетические энергии Т'1 первого шара и 

Т'2 второго шара; 4) изменение ∆Т1 кинетической энергии первого шара; 5) долю ω1 ки-

нетической энергии, переданной первым шаром второму, и долю ω2 кинетической энер-

гии, оставшейся у первого шара; 6) изменение ∆U внутренней энергии шаров; 7) долю ω 

кинетической энергии первого шара, перешедшей во внутреннюю энергию шаров.  

Решение: 

 

 

 

Закон сохранения импульса для абсолютно неупругого 

удара: 

p1 = '
1p  + '

2p  

или 

m1V = (m1 + m2)u. 

Т. е. скорость, с которой оба тела будут дальше двигаться: 

u = 
21

1

mm

Vm

+
 = 

21

1

mm

p

+
. 

1. Импульсы 1го и 2го шаров после удара: 

'
1p  = m1u = 

21

11

mm

pm

+
 = 

46

56

+
⋅

 = 3 
кг м

с

⋅ 
 
 

, 

Дано: 
m1 = 6 (кг) 
m2 = 4 (кг) 
p1 = 5 (кг·м/с) 
1. '

1p , '
2

p
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'
2p  = m2u = 

21

12

mm

pm

+
 = 

46

54

+
⋅

 = 2 
кг м

с

⋅ 
 
 

. 

2. Изменение импульса 1го шара: 

∆p1 = '
1p  – p1 = 

21

11

mm

pm

+
 – p1 = p1 








−

+
1

21

1

mm

m
 = 

21

12

mm

pm

+
−  = '

2p  = –2 
кг м

с

⋅ 
 
 

. 

3. Кинетические энергии Т'1 первого шара и Т'2 второго шара после удара: 

'
1T  = 

2

2
1um

 = 
2

21

11

2 








+ mm

pm
 = 

( )2
21

2
11

2 mm

pm

+
 = 

2

2

)46(2

56

+
⋅

 = 0,75 (Дж), 

'
2T  = 

( )2
21

2
12

2 mm

pm

+
 = 

2

2

)46(2

54

+
⋅

 = 0,5 (Дж). 

4. Изменение ∆Т1 кинетической энергии первого шара: 

∆T1 = '
1T  – T1 = 

( )2
21

2
11

2 mm

pm

+
 – 

2

2
1Vm

, 

т. к. импульс по определению: 
p = m1V, 

то начальная скорость 1го тела: 

V = 
1

1

m

p
. 

А кинетическая энергия, которой обладало 1е тело вначале: 

Т1 = 
2

2
1Vm

 = 
2
1

2
11

2 m

pm
⋅  = 

1

2
1

2m

p
. 

Тогда изменение кинетической энергии первого шара: 

∆T1 = 
( )2

21

2
11

2 mm

pm

+
 – 

1

2
1

2m

p
 = 

( ) 









−

+ 1
2

21

12
1 2

1

2 mmm

m
p  = 

( )
( ) 1

2
21

2
21

2
12

1
2 mmm

mmm
p

+
+−

 = 

= –
( )

( ) 1
2

21

2
221

2
1

2

2

mmm

mmmp

+
+

 = –
( )

( ) 1
2

21

2
1212

2

2

mmm

pmmm

+
+

. 

Подставим численные значения: 

∆T1 = –
( )

( ) 6642

56424
2

2

+
+⋅

 = –
2

10

5

3

14







⋅  = –
43

14

⋅
 = –

6

7
 ≈ –1,33 (Дж). 

Знак «–» показывает, что кинетическая энергия уменьшилась. 

5. Доля кинетической энергии, переданной первым шаром второму: 

ω1 = 
1

'
2

T

T
 = 

( ) 2
1

1
2

21

2
12 2

2 p

m

mm

pm
⋅

+
 = 

( )2
21

21

mm

mm

+
 = 

( )246

46

+
⋅

 = 
100

24
 = 0,24. 

Доля кинетической энергии, оставшейся у первого шара: 

ω2 = 
1

'
1

T

T
 = 

( ) 2
1

1
2

21

2
11 2

2 p

m

mm

pm
⋅

+
 = 

( )2
21

2
1

mm

m

+
 = 

( )2

2

46

6

+
 = 

100

36
 = 0,36. 
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6. Изменение внутренней энергии шаров за счёт убыли кинетической: 

∆U = –∆Т = Тнач – Ткон = Т1 – ( '
1T  + '

2T ) = 
1

2
1

2m

p
 – (

( )2
21

2
11

2 mm

pm

+
 + 

( )2
21

2
12

2 mm

pm

+
) =  

= 
( )

( )2
211

21
2
1

2
21

2
1

2 mmm

mmmmmp

+
−−+

⋅  = 
( )2

211

2
221

2
1

2 mmm

mmmp

+
+

⋅  = ( )211

2
12

2 mmm

pm

+
. 

Подставим численные значения: 

∆U = ( )211

2
12

2 mmm

pm

+
 = ( )4662

54 2

+⋅⋅
⋅

 = 
30

25
 = 

6

5
 ≈ 0,833 (Дж). 

7. Доля кинетической энергии 1го шара, перешедшая во внутреннюю энергию 

шаров: 

ω = 
1T

U∆
 = ( ) 2

1

1

211

2
12 2

2 p

m

mmm

pm
⋅

+
 = 

21

2

mm

m

+
 = 

46

4

+
 = 0,4. 

Ответ: 1) '
1p , '

2p  = 3 (кг⋅м/с), 2 (кг⋅м/с); 2) ∆p1 = –2 (кг⋅м/с); 3) '
1T , '

2T  = 0,75 (Дж), 

0,5 (Дж); 4) ∆T1 = 1,33 (Дж); 5) ω1, ω2 = 0,24, 0,36; 6) ∆U = 0,833 (Дж); 7) ωвнутр. = 0,4. 

Рекомендуемое задание №10 

Определить максимальную часть ω кинетической энергии Т1, которую может пере-

дать частица массой m1 = 2⋅10-22 (г), сталкиваясь упруго с частицей массой m2 = 6⋅10-22 (г),  

которая до столкновения покоилась.  

Решение: 

Выразим максимальную часть кинетической энер-

гии, переданной 2ой частице: 

ω = 
1

/
2

Т

Т
, 

где кинетические энергии 1ой частицы до удара Т1 и 2ой после столкновения /
2Т : 

Т1 = 
2

2
1Vm

 и /
2Т  = 

2

2
22um

. 

Тогда интересующая нас доля энергии: 

 ω = 
2

1

2
22 2

2 Vm

um
⋅  = 

2
1

2
22

Vm

um
. (1) 

Итак, необходимо найти скорость 2ой частица после столкновения и 1ой – до? 

Закон сохранения импульса в проекции на ось Х: 

 m1V = –m1u1 + m2u2. (2) 

Дано 
m1 = 2·10-22 (г) 

m2 = 6·10-22 (г) 

T1 

V2 = 0 

СИ: 
2·10-25 (кг) 

6·10-25 (кг) 

ω = ?  

х 

m1 m2 m2 u 2 V  
V 2 = 0 

Т1 Т2 = 0 /
1Т  /

2Т  

m1 u 1 
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Закон сохранения энергии:  

 
2

2
1 Vm

= 
2

2
11um

+
2

2
22um

. (3) 

Выразим из формулы (2) скорость отскока 1ой частицы: 

u1 = 
1

122

m

Vmum −
, 

и подставим в формулу (3), которую предварительно сократим на «2»: 

m1V
2 = 

2

1

122
1 







 −
m

Vmum
m + 2

22um  = 
1

2
2

2
2

m

um
 – 2m2u2V + m1V

2 + 2
22um , 

сократим слева и справа m1V
2 и перенесём выражение, содержащее V: 

2m2u2V = 
1

2
2

2
2

m

um
 + 2

22um  = 







+1

1

22
22 m

m
um  = 

1

122
22 m

mm
um

+
, 

разделим на 2m2u2, тогда скорость 1
ой частицы до удара V: 

V = 
( )

2
1

21

2
u

m

mm +
. 

Тогда максимальная часть кинетической энергии (1), переданная 2ой частице: 

ω = 
1

2

m

m

2

1

212

2

2

)(


















+
m

mmu
u

 = 
1

2

m

m
2

21

12









+ mm

m
 = 

2
21

21

)(

4

mm

mm

+
. 

Подставим численные значения: 

ω = 
22525

2525

)106102(

1061024
−−

−−

⋅+⋅
⋅⋅⋅⋅

 = 
50

50

1064

1048
−

−

⋅
⋅

 = 0,75. 

Ответ: ω = 0,75.  

Домашнее задание №1 

Камень брошен под углом к горизонту со скоростью V1. Пренебрегая сопротив-

лением воздуха, определить, на какой высоте от горизонта скорость камня уменьшит-

ся вдвое?  

Решение: 

Закон сохранения энергии: 

Т1 + П1 = Т2 + П2. 

Дано: 
V1 

V2 = 
2
1V

 

h – ? 

СИ: 
V 1 

х 

y 

g  α 
h 

V 2 

V 2 
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В нашем случае в начальный момент тело не обладает потенциальной энер-

гией – П1 = 0. На высоте же h – и кинетической и потенциальной энергиями. Пе-

репишем закон: 

2

2
1mV

 = 
2

2
2mV

 + mgh. 

Помножим всё на 
m

2
: 

V1
2 = V2

2 + 2gh, 

откуда интересующая нас высота: 

h = 
g

VV

2

2
2

2
1 −

 

или, с учётом исходных данных: 

h = 
g

V
V

2
4

2
12

1 −
 = 

g

V

2

)
4

1
1(2

1 −
 = 

g

V

8

3 2
1 . 

Ответ: h = 
g

V 2
1

8

3 ⋅ . 

Домашнее задание №2 

Камень брошен вверх под углом ϕ = 60° к горизонту. Кинетическая энергия Т0 

камня в начальный момент времени равна 20 (Дж). Определить кинетическую Т и по-

тенциальную П энергии камня в высшей точке его траектории. Сопротивлением воз-

духа пренебречь.  

Решение: 

1. В наивысшей точке траек-

тории тело обладает кинетической 

энергией: 

Т = 
2

2mV
. 

Скорость в высшей точке зависит только от Х составляющей. Проекция скоро-

сти на ось Х не меняется на протяжении всего полёта, т. к. сопротивление воздуха не 

учитывается, т. е.: 

V = Vх = V0х = V0сosϕ. 

Тогда кинетическая энергия: 

 Т = 
2 2

0 cos

2

mV ϕ
. (1) 

Учитывая, что вначале тело обладало только кинетической энергией: 

Дано: 
hmax(Vy = 0) 
ϕ = 60º 
T0 = 20 (Дж) 
Fсопр = 0 
1. Т = ? 
2. П = ? 

СИ: 

V 0 

х 

y 
g  

φ 

hmax 

V 0у 

V 0х 
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Т0 = 
2

2
0mV

, 

перепишем выражение (1): 

Т = Т0сos2ϕ = 20·
22

1
 = 5 (Дж). 

2. 1 способ: Закон сохранения энергии: 

Т0 = Т + П, 

откуда потенциальная энергия: 
П = Т0 – Т = Т0 – Т0сos2ϕ = Т0(1 – сos2ϕ) = 20(1 – ¼) = 20·¾ = 15 (Дж). 

2 способ: Потенциальная энергия на максимальной высоте: 

П = mghmax. 

Максимальную высоту найдём из кинематики, для равнозамедленного движе-

ния перемещение: 

hmax = V0y t – 
2

2gt
. 

Проекция скорости на ось ОУ: 

V0y = V0sinϕ. 

Время подъёма тела от начала до максимальной высоты найдём из зависимости 

проекции скорости на ось ОУ от времени (она в этой точке равна 0): 

0 = Vy =V0y –gt => 

t = 
g

V y0  = 0 sinV

g

ϕ
. 

Тогда максимальная высота: 

hmax = V0sinα 0 sinV

g

ϕ
 – 

2 2
0

2

sin

2

Vg

g

ϕ⋅  = 
2 2

0 sinV

g

ϕ
 – 

2 2
0 sin

2

V

g

ϕ
 = 

2 2
0 sin

2

V

g

ϕ
, 

и окончательно интересующая нас потенциальная энергия: 

П = 
2 2

0 sin

2

V
mg

g

ϕ
 = 

2 2
0 sin

2

mV ϕ
 = T0sin2ϕ = 20·

2

2

3










 = 20·¾ = 15 (Дж). 

Ответ: Т = 5 (Дж); П = 15 (Дж).  

Домашнее задание №3 

На рельсах стоит платформа, на которой в горизонтальном положении закреп-

лено орудие без противооткатного устройства. Из орудия производят выстрел вдоль 

железнодорожного пути. Масса m1 снаряда равна 10 (кг) и его скорость V = 1 (км/с). 

Масса m2 платформы с орудием и прочим грузом равна 20 (т). На какое расстояние ℓ 

откатится платформа после выстрела, если коэффициент сопротивления ƒ = 0,002?  
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Решение: 

 

 

 

 

Закон сохранения импульса: 

Р до = Р после 

или: 
0 = m1V  + m2u . 

Проекция на ось ОХ: 

0 = m1V – m2u 

или 

m1V = m2u, 

откуда скорость платформы после выстрела: 

 
2

11

m

Vm
u = . (1) 

Найти перемещение можно 2мя способами. 

1 способ. По закону сохранения энергии работа сил трения идёт на изменение 

кинетической энергии тела: 

 Атр = ∆Т. (1) 

Работа сил трения: 

 Атр = Fтрℓсosα = –Fтрℓ, 

учли, что α = 180°, т. к. направление Fтр противоположно перемещению и, соответст-

венно, сosα = –1. 

Изменение кинетической энергии: 

∆Т = Т2 – Т1 = 
2

2
2 конum

 – 
2

2
2 начum

 = –
2

2
2 начum

 = –
2

2
2um

, 

учли, что конечная скорость равна 0 – останов. 

Тогда уравнение (1): 

–Fтрℓ = –
2

2
2um

, 

откуда перемещение: 

ℓ = 
трF

um

2

2
2  = 

gfm

um

2

2
2

2
 = 

fg

u

2

2

 = 
2

2

1

2

1









m

Vm

fg
 = 

2
2

22
1

2 fgm

Vm
. 

Дано: 
m1 = 10 (кг) 
V = 1 (км/с) 
m2 = 20 (т) 
ƒ = 0,002 

СИ: 
 
103 (м/с) 
2·104 (кг) 

ℓ = ?  

V  m1 

m2 
u  

X 
m2 g  

F тр 

ℓ 

N  
u  

Х а  

У 
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Подставим численные значения: 

ℓ = 
83

62

10481,91022

1010

⋅⋅⋅⋅⋅
⋅

−  = 6,371 (м). 

2 способ. Из кинематики перемещение при равнозамедленном движении, с ко-

нечной скоростью 0: 

 ℓ = 
a

u

a

uu конечнаяначальная

22

222

=
−

. (2) 

Применим II  закон Ньютона: 

 ОХ: Fтр = m2a; (3) 

 ОУ: N – m2g = 0. (4) 

По определению сила трения есть произведение коэффициента трения на реак-

цию опоры: 

Fтр = f N 

или, с учётом (4): 
Fтр = f m2g. 

Подставим это выражение в (3): 

f m2g = m2a, 

откуда ускорение: 

 а = f g. (5) 

Подставим выражения скорости u (1) и ускорения а (5) в расстояние ℓ (2): 

ℓ = 
fgm

Vm 1

2

1
2

2

1 ⋅⋅







 = 

2
2

22
1

2 fgm

Vm
. 

Получили то же самое выражение, что и в 1м способе. 

Ответ: ℓ = 
2

2

2
11

2 fgm

mυ
 = 6,375 (м).  

Домашнее задание №4 

Какую работу надо совершить, чтобы заставить движущееся тело массой 

m = 2 (кг): 1) увеличить свою скорость от V1 = 2 (м/с) до V2 = 5 (м/с); 2) остановиться 

при начальной скорости V0 = 8 (м/с)?  
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Решение: 

1) Работа идёт на изменение кинетической энергии тела: 

А = ∆Т = Т2 – Т1, 

или для наших случаев: 

1) увеличение энергии: 

А1 = 
22

2
1

2
2 mVmV

−  = 
( )

2

2
1

2
2 VVm −

 = 
( )

2

4252 −
 = 21 (Дж); 

2) уменьшение энергии: 

А2 = 
22

2
0

2 mVmVкон −  = 
2

2
0mV

−  = –
2

82 2⋅
 = –64 (Дж). 

Ответ: 1) А1 = 21 (Дж); 2) А2 = 64 (Дж). 

Домашнее задание №5 

Теннисный мяч, падая с высоты h0, поднимается на высоту h1. На какую высоту 

он поднимется после n-го удара? Коэффициент восстановления считать постоянным. 
 

Решение: 

По закону сохранения энергии при 

падении тела с высоты h0 потенциальная 

энергия переходит в кинетическую энергию, 

сопротивление среды не учитываем: 

П = Т 
 

или 

 mgh0 = 
2

2
0mV

. (1) 

Коэффициент восстановления – отношение скорости тела после удара к 

скорости тела до удара: 

 ε = 
V

V /

 = 
0

/
0

V

V
 = 

1

/
1

V

V
 = 

2

/
2

V

V
 =… = сonst. (2) 

При первом отскоке тела (N = 1) со скоростью /
0V  кинетическая энергия 

переходит в потенциальную энергию, а затем снова перейдёт в кинетическую 

энергию: 

 
2

2/
0mV

 = mgh1 = 
2

2
1mV

, (3) 

т. е. скорость отскока и последующего «приземления» равны: /
0V  = V1. 

Разделим выражение (3) на (2): 

Дано: 

m = 2 (кг) 

1) V1 = 2 (м/с) 

V2 = 5 (м/с) 

2) V0 = 8 (м/с) 

Vкон = 0 

1) А1 = ? 

2) А2 = ? 

СИ: 

Дано: 

h0 

h1 

ε = const 

n 

hn = ? 
0V  

/

0V  

h0 h1 

1V  

/

1V  

h2 

2V  

/

2V  
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0

1

h

h
 = 

2

0

/
0










V

V
 = 

2

0

1









V

V
, 

с учётом выражения (2): 

 
0

1

h

h
 = ε2. (4) 

Далее существует несколько способов решения. 

1 способ. Поскольку коэффициент восстановления – величина постоянная, то 

связь каждой последующей высоты отскока мяча с предыдущей имеет вид: 

ε
2 = 

0

1

h

h
 = 

1

2

h

h
 = 

2

3

h

h
 = … = 

1−n

n

h

h
, 

откуда высота при 2м отскоке с учётом (4): 

h2 = h1ε
2 = h1

0

1

h

h
 = 

0

2
1

h

h
. 

Высота при 3м отскоке с учётом (4): 

h3 = h2ε
2 = 

0

2
1

h

h
ε

2 = 
0

2
1

h

h

0

1

h

h
 = 

2
0

3
1

h

h
, 

и т. д. высота при nм отскоке: 

hn = 
1

0

1
−n

n

h

h
. 

2 способ. Из выражения (4) высота поднятия мяча после 1го отскока: 

 h1 = h0ε
2. (5) 

Аналогичные рассуждения дают возможность получить высоту при 2м отскоке 

(N = 2): 

mgh1 = 
2

2
1mV

, 

2

2/
1mV

 = mgh2 = 
2

2
2mV

, 

1

2

h

h
 = 

2

1

/
1









V

V
 = 

2

1

2









V

V
 = ε2, 

h2 = h1ε
2, 

т. е. следующая высота отскока есть настоящая, умноженная на квадрат 

коэффициента восстановления. С учётом выражения (5) и порядкового номера 

отскока N = 2: 

h2 = h0ε
2
ε

2 = h0ε
4 = h0ε

2N. 

С учётом выражения (4): 
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h2 = h0ε
4 = h0

2

0

1









h

h
 = 

0

2
1

h

h
, 

или порядкового номера отскока N = 2 высота при 2м отскоке: 

h2 = hN = h0ε
2N = h0

N

h

h









0

1  = 
1

0

1
−N

N

h

h
. 

Проведём аналогичные рассуждения для nго отскока (N = n): 

mghn-1 = 
2

2
1−nmV

, 

2

2/
1−nmV

 = mghn = 
2

2
nmV

, 

1−n

n

h

h
 = 

2

1

/
1










−

−

n

n

V

V
 = 

2

1









−n

n

V

V
 = ε2, 

hn = hn-1ε
2. 

С учётом выражения (4): 

hn = h0ε
2n. 

С учётом выражения (5): 

hn = h0ε
2n =

1
0

1
−n

n

h

h
. 

Ответ: hn = 1
0

1
−n

n

h

h
. 
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2. ДИНАМИКА ВРАЩАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 

Занятие №6 «Вычисление момента инерции. Теорема Штейнера.  

Основное уравнение динамики вращательного движения» 

Рекомендуемое задание №1 

Два шара массами m и 2m (m = 10 г) закреплены на тонком невесомом стержне 

длиной ℓ = 40 (см) так, как это указано на рисунке. Определить моменты инерции, J, 

системы относительно оси, перпендикулярной стержню и проходящей через его ко-

нец в этих двух случаях. Размерами шаров пренебречь.  

Решение: 
1) Верхний рисунок. Момент 

инерции материальной точки по 

определению: 

J = mR2. 

Момент инерции 1го шара от-

носительно оси ОО: 

J1 = 2
11Rm = ( )22ℓm  = 

4

2
ℓm

, 

где R1 = 
2

ℓ
 – расстояние от оси ОО до шара массой m1 = m. 

Момент инерции 2го шара относительно оси ОО: 

J2 = 2
22Rm  = 2mℓ2, 

где R2 = ℓ – расстояние от оси ОО до шара массой m2 = 2m. 

Момент инерции обоих шаров относительно оси ОО равен сумме моментов 

инерции каждого: 

J = J1 + J2 = 
4

2
ℓm

 + 2mℓ2 = 2

4

9
ℓm . 

Подставим численные значения: 

J = 
4

9
·10-2·0,42 = 0,36·10-2 = 3,6·10-3 (кг·м2). 

2) Нижний рисунок. Момент инерции 1го шара относительно оси ОО: 

J1 = 2
11Rm = 2 ( )22ℓm  = 

2

2
ℓm

. 

Момент инерции 2го шара относительно оси ОО: 

J2 = 2
22Rm  = mℓ2. 

Момент инерции обоих шаров относительно оси ОО: 

J = J1 + J2 = 
2

2
ℓm

 + mℓ2 = 
2

3
mℓ2. 

Дано: 

m = 10 (г) 

m1 = m 

m2 = 2m 

ℓ = 40 (см) 

СИ: 

10-2 (кг) 

 

 

0,4 (м) 

1) J = ? 

2) J = ? 

 
ℓ/2 ℓl/2 

m 2m 

2m m 

О 

О 
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Подставим численные значения: 

J = 
2

3
·10-2·0,42 = 0,24·10-2 = 2,4·10-3 (кг·м2). 

Ответ: a) J = 2

4

9
ℓm  = 3,6·10-3 (кг·м2); б) J = 2

2

3
ℓm  = 2,4·10-3 (кг·м2). 

Рекомендуемое задание №2 

Определить моменты инерции Jx, Jy, Jz трёхатомных молекул типа АВ относи-

тельно осей x, y, z, проходящих через центр инерции С молекулы (ось z перпендику-

лярна плоскости ху). Межъядерное расстояние АВ обозначено d, валентный угол – α. 

Вычисления выполнить для следующих молекул: 1) H2O (d = 0,097 (нм), 104 30′α = ° ); 

2) SO2 (d = 0,145 (нм), 124α = ° ).  

Решение: 
Трёхатомную 

молекулу можно пред-

ставить как три мате-

риальные точки. 

1) Момент 

инерции молекулы относительно оси Х: 

Jх = JА +JВ + JВ = JА + 2JВ,   (1) 

где JА – момент инерции атома «А», JВ – момент 

инерции атома «В» (оба атома «В» имеют одинаковую 

массу и расположены на одинаковом расстоянии от 

оси Х). 

Момент инерции атомов «А» и «В» относительно оси Х соответственно: 

 JА = mA|АС|2; (2) 

 JВ = mВ|СD|2. (3) 

Найдём |АС| и |СD|? По определению центр масс: 

|АС| = xc = 
∑
∑

i

ii

m

xm
 = 

ВА

ВА

mm

АDmm

2

||20

+
+

 = 
ВА

В

mm

АDm

2

||2

+
, 

где xc– координата центра масс. Отсчёт вели относительно точки А. Из ∆АВD: 

|АD| = dсos
2

α
. 

Т. е.: 

 |АС| = 
( )2 cos 2

2
В

А В

m d

m m

⋅ α
+

, (4) 

Дано:  

1) H2O 

d1 = 0,097 (нм) 

α1 = 104°30' 

mН = 1 (а.е.м.) 

mО = 16 (а.е.м.) 

2) SO2 

d2 = 0,145 (нм) 

α2 = 124° 

mS = 32 (а.е.м.) 

СИ: 

 

9,7·10-11 (м) 

104,5° 

1,66·10-27 (кг) 

26,56·10-27 (кг) 

 

1,45·10-10 (м) 

 

53,12·10-27 (кг) 

Jx; Jy; Jz = ?  

A 

d d 

y 

C 

B B 
α 

х 

D 
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|СD| = |АD| – |АС| = dсos
2

α
 – 

( )2 cos 2

2
В

А В

m d

m m

⋅ α
+

 = dсos
2

α
(1 – 

ВА

В

mm

m

2

2

+
), 

 |СD| = dсos
2

α
·

ВА

ВВА

mm

mmm

2

22

+
−+

 = 
( )cos 2

2
А

А В

m d

m m

⋅ α
+

. (5) 

Подставим (2) и (3) в (1) с учётом |АС| и |СD|: 

Jх = mA
( )

( )
2 2 2

2

4 cos 2

2
В

А В

m d

m m

α
+

 + 2mВ
( )

( )
2 2 2

2

cos 2

2
А

А В

m d

m m

α
+

, 

Jх = 
( )

( )
( )

2 2

2

2 cos 2
2

2
A В

A B

A B

d m m
m m

m m

α
+

+
 = 

2
2

cos
2 2

A В

A B

m m
d

m m

α 
 +  

. 

Подставим численные значения: 

- для молекулы воды H2O (А = О и В = Н): 

Jх = ( )
27 27

211
27 27

2 26,56 10 1,66 10
9,7 10 cos52,25

26,56 10 2 1,66 10

− −
−

− −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ °
⋅ + ⋅ ⋅

 = ( )211
27

54

6122,0107,9
1088,29

1092,8817 ⋅⋅⋅
⋅

⋅ −
−

−

, 

Jх = 2,951·10-27·35,27·10-22 = 104,07·10-49 ≈ 1,04·10-47 (кг·м2); 

- для молекулы диоксида серы (сернистый ангидрид) SO2 (А = S и В = О): 

Jх = ( )
27 27

210
27 27

2 53,12 10 26,56 10
1,45 10 cos62

53,12 10 2 26,56 10

− −
−

− −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ °
⋅ + ⋅ ⋅

, 

Jх = ( )210
27

54

46947,01045,1
1024,106

1073,2821 ⋅⋅⋅
⋅
⋅ −

−

−

 = 26,56·10-27·0,4634·10-20 ≈ 12,3·10-47, 

Jх = 1,23·10-46 (кг·м2). 

2) Момент инерции молекулы относительно оси У: 

 Jу = JА +JВ + JВ = JА + 2JВ. (6) 

Учли, что момент инерции атомов «А» и «В» относительно оси У соответственно: 

JА = mA0, 

JВ = mВ|ВD|2. 

Найдём |ВD| из ∆АВD: 

 |ВD| = dsin
2

α
, (7) 

тогда формула (6): 

Jу = 2mВ

2

sin
2

d
α 

 
 

. 

Подставим численные значения: 

- для молекулы воды H2O (В = Н): 

Jу = 2·1,66·10-27·(9,7·10-11·sin52,25º)2 = 3,32·10-27·(9,7·10-11·0,79069)2, 
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Jу = 3,32·10-27·58,8·10-22 = 195·10-49 = 1,95·10-47 (кг·м2); 
- для молекулы диоксида серы (сернистый ангидрид) SO2 (В = О): 

Jу = 2·26,56·10-27·(1,45·10-10·sin62º)2 = 53,12·10-27·(1,45·10-10·0,88295)2, 

Jу = 53,12·10-27·1,6391·10-22 = 87,07·10-49 ≈ 8,71·10-46 (кг·м2). 
3) Момент инерции молекулы относительно оси Z: 

 Jz = JА +JВ + JВ = JА + 2JВ. (8) 

Момент инерции атомов «А» и «В» относительно оси Z соответственно: 

 JА = mA|АС|2, (9) 

 JВ = mВ|СВ|2. (10) 

Найдём |СВ|2 из ∆ВСD: 

СВ2 = CD2 + BD2. 

С учётом (5) и (7): 

 СВ2 = 
( ) 2 2cos 2

sin
2 2

А

А В

m d
d

m m

 ⋅ α  α +   +   
 = d2 ( )

( )
2 2

2
2

cos 2
sin

22
А

А В

m

m m

 α α+ 
 + 

. (11) 

Подставим (9) с учётом (4) и (10) с учётом (11) в (8): 

Jz = mA
( ) 2

2 cos 2

2
В

А В

m d

m m

 ⋅ α 
 + 

 + 2mВd
2 ( )

( )
2 2

2
2

cos 2
sin

22
А

А В

m

m m

 α α+ 
 + 

. 

Произведём упрощения. Вынесем за скобки 2mВd
2: 

Jz = 2mВd
2 ( )

( )
( )

( )
2 2 2

2
2 2

2 cos 2 cos 2
sin

22 2
А В А

А В А В

m m m

m m m m

 α α α+ + 
 + + 

. 

Вынесем сos2: 

Jz = 2mВd
2 ( )

( )
( )

2
2

2

cos 2
2 sin

22
А

B A

А В

m
m m

m m

 α α+ + 
 + 

. 

Сократим на mA + 2mB и распишем sin2 = 1 – сos2: 

Jz = 2mВd
2 ( )2

2cos 2
1 cos

2 2
А

А В

m

m m

 α α+ − + 
. 

Вынесем сos2: 

Jz = 2mВd
2 21 cos 1

2 2
А

А В

m

m m

  α− −   +  
. 

Под общий знаменатель: 
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Jz = 2mВd
2 22

1 cos
2 2

А В А

А В

m m m

m m

 + − α− + 
, 

после сокращения mA момент инерции молекулы относительно оси Z: 

Jz = 2mВd
2 22

1 cos
2 2
В

А В

m

m m

 α− + 
. 

Подставим численные значения: 

- для молекулы воды H2O (А = О и В = Н): 

Jу = 2·1,66·10-27·9,72·10-22·
11

2
11 11

2 1,66 10
1 cos 52,25

26,56 10 2 1,66 10

−

− −

 ⋅ ⋅− ° ⋅ + ⋅ ⋅ 
, 

Jу = 312,38·10-49· 







⋅

⋅
⋅− −

−

3748,0
1088,28

1032,3
1

11

11

 = 312,38·10-49· ( )0431,01− , 

Jу = 299·10-49 = 3·10-47 (кг·м2); 

- для молекулы диоксида серы (сернистый ангидрид) SO2 (А = S и В = О): 

Jу = 2·26,56·10-27·1,452·10-20·
11

2
11 11

2 26,56 10
1 cos 62

53,12 10 2 26,56 10

−

− −

 ⋅ ⋅− ° ⋅ + ⋅ ⋅ 
, 

Jу = 111,685·10-47· 







⋅

⋅
⋅− −

−

2204,0
1024,106

1012,53
1

11

11

 = 111,685·10-47· ( )1102,01− , 

Jу = 99,37·10-47 ≈ 9,94·10-46 (кг·м2). 

Ответ: 1) Jx = 0,607·10-47 (кг·м2); Jу = 1,14·10-47 (кг·м2); Jz = 1,75·10-47 (кг·м2); 

2) Jx = 1,23·10-46 (кг·м2); Jу = 8,71·10-46 (кг·м2); Jz = 9,94·10-46 (кг·м2).  

Рекомендуемое задание №3 

Три маленьких шарика массой m = 10 (г) каждый расположены в вершинах рав-

ностороннего треугольника со стороной a = 20 (см) и скреплены между собой. Опреде-

лить момент инерции, J, системы относительно оси: 1) перпендикулярной плоскости 

треугольника и проходящей через центр описанной окружности; 2) лежащей в плоско-

сти треугольника и проходящей через центр описанной окружности и одну из вершин 

треугольника. Массой стержней, соединяющих шары, пренебречь.  

Решение: 
1) Момент инерции системы 3х материальных точек 

относительно точки О (перпендикулярно рисунку): 

J = J1 + J2 + J3. 

Момент инерции материальной точки, по определению: 

J = mR2. 

Из дано массы одиаковы, из рисунка – расстояние от тел до точки О одинако-

вое, следовательно: 

J1 = J2 = J3, 

Дано: 
m = 10 (г) 

a = 20 (см) 

СИ: 
10-2 (кг) 

0,2 (м) 

1) J1 = ? 

2) J2 = ? 
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тогда момент инерции системы тел: 

J = 3J1 = 3mR2 = 3m|АО|2. 

Расстояние ОВ связано с R = |АО| соотношением 1:2 (из курса геометрии центр 

описанной окружности проходит через пересечение медиан и делит их в этой про-

порции), т. е.: 

R = ⅔АВ = 22

3

2
АВАС +  = 

2
2

23

2







+ а
а  = 

4

1
1

3

2 +а  = 
2

3

3

2
а  = 

3

а
. 

Тогда момент инерции системы тел: 

J = 3m
3

2а
 = ma2 = 10-2·0,22 = 0,04·10-2 = 4·10-4 (кг·м2). 

2) Момент инерции системы 3х материальных 

точек относительно оси ОА: 

J = J1 + J2 + J3. 

Из рисунка – расстояние от тела расположенного 

в точке А до оси ОА равно «нулю», т. е. J3 = m02 = 0. 

Расстояние от 2х нижних точек до оси ОА одинаковое, 

следовательно: 

J1 = J2, 

тогда момент инерции системы тел: 

J = 2J1 = 2mR2 = 2m|ВС|2. 

Сторона ВС из ∆АВС: 

|ВС| = |АС|sin30° = а
2

1
 = 

2

а
. 

Тогда момент инерции системы тел: 

J = 2m
4

2а
 = 

2

2ma
 = 

2

04,010 2 ⋅−

 = 0,02·10-2 = 2·10-4 (кг·м2). 

Ответ: 1) J1 = 4·10-4 (кг·м2); 2) J2 = 2·10-4 (кг·м2).  

Рекомендуемое задание №4 

В однородном диске массой m = 1 (кг) и радиусом r = 30 (см) вырезано круглое 

отверстие диаметром d = 20 (см), центр которого находится на расстоянии ℓ = 15 (см) 

от оси диска (см. рис.). Найти момент инерции, J, полученного тела относительно оси, 

проходящей перпендикулярно плоскости диска через его центр.  

m 

r 

m m 

О 

В 

А 

С 
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Решение: 

Момент инерции системы относи-

тельно точки О: 

21 JJJ −= , 

где момент инерции для диска (без дырки): 

2
1 2

1
mrJ = . 

Момент инерции для отверстия (которого нет в диске) по теореме Штейнера 

(для оси, не проходящей через центр тяжести тела): 
2

202 ℓmJJ += . 

Здесь момент инерции дырки относительно оси, проходящей через её центр 

тяжести: 

J0 = 
2

2
2Rm

 = 
2

2

22







 dm
 = 

8

2
2dm

. 

Найдём массу отверстия из следующих соображений: вся масса диска соот-

ветствует: 

m = ρV = ρSh, 

где ρ – плотность тела, S – его площадь и h – толщина. Масса дырки: 

m2 = ρV2 = ρS2h. 

Их отношение: 

2

m

m
 = 

2

Sh

S h

ρ
ρ

 = 
2

S

S
, 

откуда масса дырки: 

2
2

S
m m

S
= . 

Площадь тела (окружности): 

S = πr2. 

Площадь дырки (окружности): 

S = πR2 = 
4

2dπ
, 

следовательно, масса дырки: 
2 2

2 2 2

4

4

d md
m m

r r

π ⋅= =
π ⋅

, 

тогда момент инерции отверстия: 

J2 = 2
2

2
2

8
ℓm

dm
+  = 








+ 2

2

2 8
ℓ

d
m  = 








+ 2

2

2

2

84
ℓ

d

r

md
 = ( )22

2

2

8
32

ℓ+d
r

md
. 

Дано: 

m = 1 (кг) 

r = 30 (см) 

d = 20 (см) 

ℓ = 15 (см) 

СИ: 

 

0,3 (м) 

0,2 (м) 

0,15 (м) 

J = ?  

О 

О1 

ℓ 

r 

d 
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Окончательно момент инерции системы: 

( )22
2

2
2 8

322

1
ℓ+−= d

r

md
mrJ . 

Подставим в формулу числовые значения физических величин и произведём 

вычисления: 

J = ( )22
2

2
2 15,082,0

3,032

2,01
3,01

2

1 ⋅+
⋅

⋅−⋅⋅  = 0,045 – 0,0139·0,22 =  

= 0,045 – 0,0031 = 0,0419 = 4,19⋅10-2 (кг⋅м2). 

Ответ: ( ) ( )
2

2 2 2 2 2
2

1
8 4,19 10 кг м .

2 32

md
J mr d

r
−= − ⋅ + = ⋅ ⋅ℓ  

Рекомендуемое задание №5 

Однородный стержень совершает малые колебания в вертикальной плоскости 

около горизонтальной оси, проходящей через его верхний конец. Длина стержня 

ℓ = 0,5 (м). Найти период колебаний стержня.  

Решение: 

По определению период колебаний физического маятника: 

Т = 2
J

mga
π .     (1) 

Центр тяжести маятника расположен посередине, т. е.: 

2
a = ℓ . 

Момент инерции стержня относительно его конца: 

J = 2

3

1
ℓm . 

Подставив данные формулы в выражение (1), получим 

22
2

3

m
T

mg
= π ℓ

ℓ
 = 

2
2

3g
π ℓ

. 

Подставим в последнюю формулу числовые значения физических величин и 

произведём вычисления: 

Т = 
81,93

5,02
14,32

⋅
⋅⋅  = 6,28·0,1843 = 1,16 (с). 

Ответ: Т = 1,16 (с). 

Рекомендуемое задание №6 

Обруч диаметром 56,5 (см) висит на гвозде, вбитом в стенку, и совершает ма-

лые колебания в плоскости, параллельной стене. Найти период этих колебаний.  

Дано: 

ℓ = 0,5 (м) 

T = ? 

СИ: 

ℓ 

ω 

О 
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Решение: 

Период колебаний физического маятни-

ка найдём из формулы: 

2
J

T
mga

= π .    (1) 

По теореме Штейнера момент инерции тела относительно произвольной оси, 

не проходящей через центр тяжести тела (у нас точка О): 

 J = Jс + mа2, (2) 

где Jс – момент инерции тела относительно оси, проходящей через центр тяжести, 

для обруча определяется по формуле: 

 Jс = mR2 = m
2

2

d 
 
 

 = 
2

4

md
. (3) 

а – расстояние от центра тяжести обруча до оси точки О: 

 
2

d
a = . (4) 

Подставим (3) и (4) в (2) момент инерции обруча относительно точки О: 

 J = 
2

4

md
 + m

2

2

d 
 
 

. 

Подставляя данное выражение в формулу (1), получаем: 

 Т = 
2 24 4

2
2

md md

mg d

+π  = 
2 2

2
2

md

mgd
π  = 2

d

g
π . 

Подставим в последнюю формулу числовые значения физических величин и 

произведём вычисления: 

Т = 
81,9

565,0
14,32 ⋅  = 6,28·0,24 = 1,5 (с). 

Ответ: Т = 1,5 (с). 

Рекомендуемое задание №7 

На барабан радиусом R = 20 (см), момент инерции которого J = 0,1 (кг·м2), 

намотан шнур, к которому привязан груз массой m = 0,5 (кг). До начала вращения 

барабана высота груза над полом h = 1 (м). Найти: 1) через какое время, t1, груз 

опустится до пола; 2) кинетическую энергию груза, Wк, в момент удара о пол; 

3) натяжение шнура, Т. Трением и растяжением шнура пренебречь.  

Дано: 

d = 56,5 (см) 

СИ: 

0,565 (м) 

Т = ?  
d 

О 
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Решение: 
1) Из кинематики при равноус-

коренном движении с начальной скоро-

стью ноль путь равен: 

h = 
2

2аt
,        (1) 

откуда время опускания: 

t = 
а

h2
.        (2) 

Связь линейного, а, и углового, ε, ускорения: 

 а = εR. (3) 

Найдём угловое ускорение. Вращающий (механический) момент по определе-

нию (сила на плечо): 

М = FR = ТR. 

F = Т, т. к. за счёт натяжения нити вращается барабан. С другой стороны (момент 

инерции на угловое ускорение): 

М = Jε. 

Т. е.: 

ТR = Jε, 

откуда угловое ускорение: 

 
ТR

J
ε = . (4) 

Найдём натяжение нити, Т. По II закону Ньютона: 

T mg ma+ =
�� �� �

. 

Спроецируем на ось ОУ: 

–Т + mg = ma, 

откуда натяжение нити: 

 Т = m(g – a). (5) 

Подставим выражение (5) в выражение (4): 

( )m g a R

J

−ε = . 

Подставляя полученную формулу в формулу (3), получаем: 
2( )m g a R

a
J

−= . 

Следовательно: 
2 2Ja mgR maR= − , 

Дано: 
R = 20 (см) 

J = 0,1 (кг·м2) 

h = 1 (м) 

m = 0,5 (кг) 

1) t = ? 

2) Wк = ? 

3) Т = ? 

СИ: 
0,2 (м) 

h gm
�

а
�
 

Т  

R 

F  

У 
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откуда: 

 
2

2

mgR
a

J mR
=

+
. (6) 

Подставляя полученную формулу в формулу (2), получаем время опускания: 

t = 
( )2

2

2h J mR

mgR

+
 = 

2

2
1

h J

g mR
 + 
 

. 

Подставим в формулу числовые значения и произведём вычисления: 

t = 






 +
⋅

⋅
1

2,05,0

1,0

81,9

12
2

 = 620387,0 ⋅  = 1,106 ≈ 1,01 (с). 

2) Кинетическая энергия груза в момент удара: 

Wк = 
2

2

mυ
. 

Из кинематики при равноускоренном движении с начальной скоростью ноль 

путь равен: 

 h = 
2

2a

υ
, (7) 

откуда квадрат скорости: 

υ
2 = 2аh, 

тогда кинетическая энергия: 

Wк = 
2

2

m аh
 = mah. 

С учётом формулы (6): 

Wк = mh
2

2

mgR

J mR+
 = 

2 2

2

m ghR

J mR+
. 

Подставим значения физических величин и произведём вычисления: 

Wк = 
2

22

2,05,01,0

2,0181,95,0

⋅+
⋅⋅⋅  = 

12,0

0981,0  = 0,8175 ≈ 0,82 (Дж). 

3) Натяжение нити найдём по формуле (5) с учётом (6): 

Т = 
2

2
( )

mgR
m g

J mR
−

+
. 

Подставим значения физических величин и произведём вычисления: 

Т = )
2,05,01,0

2,081,95,0
81,9(5,0

2

2

⋅+
⋅⋅−⋅  = 







 −⋅
12,0

1962,0
81,95,0  = ( )635,181,95,0 −⋅ , 

Т = 175,85,0 ⋅  = 4,0875 ≈ 4,1 (Н). 

Ответ:1) t = 1,1 (с); 2) Wк = 0,82 (Дж); 3) Т = 4,1 (Н). 
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Рекомендуемое задание №8 

Маховое колесо, имеющее момент инерции J = 245 (кг·м2), вращается 

(n0 = 20 об./с). Через минуту после того, как на колесо перестал действовать вращаю-

щий момент, оно остановилось. Найти: 1) момент сил трения, Мтр; 2) число оборотов, 

N, которое сделало колесо до полной остановки.  

Решение: 

1) Основное уравнение вращатель-

ного движения, т. е. второй закон Ньютона: 

M J
t

∆ω=
∆

, 

откуда момент сил трения для нашего случая: 

Мтр = J
t

∆ω
,         (1) 

где изменение угловой скорости: 

0 0∆ω = ω − ω = −ω , 

так как конечная угловая скорость 0ω = . Выразим начальную угловую скорость через 

число оборотов колеса, n, в единицу времени, тогда: 

 0 02 nω = π , (2) 

следовательно: 

02 n∆ω = − π . 

Подставим в формулу (1), получим: 

Мтр = 02 n
J

t

π− . 

Подставив численные значения, получаем: 

Mтр = –245·
60

2014,32 ⋅⋅
 = –245·2,094 = –513 (Н·м). 

Минус показывает, что тормозной момент останавливает барабан. 

2) Угол поворота, φ, и число оборотов, N, связаны по формуле: 

 2 Nϕ = π . (3) 

С другой стороны, угол поворота (угловой путь, ϕ) за время вращения махово-

го колеса до остановки может быть определён по формуле для равнозамедленного 

вращения: 

 
2

0 2

t
t

εϕ = ω − , (4) 

где ε – угловое ускорение.  

Дано: 
J = 245 (кг·м2) 

n0 = 20 (об./с) 

t = 1 (мин.) 

ω = 0 (рад/с) 

1) Мтр = ? 

2) N = ? 

СИ: 
 

 

60 (с) 

n0 

F тр 

J R 
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Угловое ускорение для равнозамедленного вращения: 

 ε = 0

t

ω − ω
 = 0

t

ω
. (5) 

Выражение (4) с учётом (5): 

 
2

0 0 0
0 02 2 2

t t t
t t

t

ω ω ωϕ = ω − = ω − = . (6) 

Приравнивая формулы (3) и (6) с учётом (2), получим  

0 02
2

2 2

t n t
N

ω ππ = =  = πn0t, 

откуда число оборотов до остановки: 

0

2

n t
N = . 

Подставляя числовые значения, получим: 

N = 
2

6020⋅
 = 600. 

Ответ: 1) Мтр = 513 (Н·м); 2) N = 600. 

Рекомендуемое задание №9 

Шар массой m = 10 (кг) и радиусом R = 20 (см) вращается вокруг оси, 

проходящей через его центр. Уравнение вращения шара имеет вид: φ = А + Вt2 + Сt3, 

где В = 4 (рад/с2); С = –1 (рад/с3). Найти закон изменения момента сил, действующих 

на шар. Определить момент сил, М, в момент времени t = 2 (c).  

Решение: 
По условию зависимость угла поворота от времени: 

2 3A Bt Ctϕ = + + . 

Уравнение динамики вращательного движения 

тела относительно неподвижной оси: 

М = Jε.    (1) 

Момент инерции шара: 

J = 
5

2
mR2. 

Т. к. угловое ускорение есть первая производная угловой скорости по времени 

или вторая угла по времени, то: 

ε = φ" = ( )//32 CtBtA ++  = ( )/232 CtBt +  = 2В + 6Сt. 

Подставляя в выражение (1), получим: 

М = 
5

2
mR2(2В + 6Сt). 

Дано: 

m = 10 (кг) 

R = 20 (см) 

φ = А + Вt2 + Сt3 

В = 4 (рад/с2) 

С = –1 (рад/с3) 

t = 2 (c) 

1) М = f(t) 

2) М(t) 

СИ: 

 

0,2 (м) 



 

105 

Подставив численные значения, получим: 

М = 
5

2
·10·0,22·(2·4 + 6·(–1)·2) = 0,16·(–4) = –0,64 (Н·м). 

Знак минус показывает, что вращающий момент является тормозящим. 

Ответ: М = 24
( 3 )

5
mR B Ct+  = –0,64 (Н·м). 

Рекомендуемое задание №10 

Однородный диск радиусом R = 0,2 (м) и массой m = 5 (кг) вращается вокруг 

оси, проходящей через его центр. Зависимость угловой скорости от времени задана 

уравнением ω = А + Вt, где В = 8 (рад/с2). Найти касательную силу, приложенную к 

ободу диска.  

Решение: 
Момент силы F по определению: 

М = FR. 

Откуда касательная сила: 

F = 
R

М
. 

С другой стороны, уравнение динамики вращательного 

движения твёрдого тела относительно неподвижной оси: 

М = Jε. 

Следовательно: 

 F = 
J

R

ε
. (1) 

Момент инерции сплошного однородного диска: 

 J = 
2

1
mR2. (2) 

Угловое ускорение есть первая производная скорости по времени: 

 ε = ω′ = (А + Вt)′ = В. (3) 

Следовательно, формула (1) с учётом (2) и (3): 

F = 
2

2

ВmR

R
 = 

2

ВmR
. 

Подставляя числовые значения, получаем: 

F = 
8 5 0,2

2

⋅ ⋅
 = 4 (Н). 

Ответ: F = 4 (Н). 

Дано: 

R = 0,2 (м) 

m = 5 (кг) 

ω = А + Вt 

В = 8 (рад/с2) 

F = ? 

СИ: 

R ω 

F  

m 
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Домашнее задание №1 

Определить момент инерции тонкого однородного стержня длиной ℓ = 60 (см) 

и массой m = 100 (г) относительно оси, перпендикулярной ему и проходящей через 

точку стержня, удалённую на а = 20 (см) от однородного из его концов.  

Решение: 
По теореме Штейнера: 

2
cJ J md= + , (1) 

где J – момент инерции тела 

относительно произвольной оси (проходящей через точку О);  

Jc – момент инерции относительно параллельной оси, проходящей через центр масс, 

С, тела. Расстояние от центра тяжести до оси О: 

 
2

d a= −ℓ . (2) 

Момент инерции стержня относительно центра тяжести: 

 21

12
J m =  

 
ℓ . (3) 

Подставим (2) и (3) в (1), получим момент инерции тела относительно оси, 

проходящей через точку О: 
2

2 2 2 2 21 1 1
( )

12 12 2 12 2
J m md m m a m a

  = + = + − = + −     

ℓ ℓ
ℓ ℓ ℓ . 

Подставляя числовые значения, получим: 

( )
2

21 0,6
0,1 0,6 0,2 0,1 0,03 0,01

12 2
J

  = ⋅ ⋅ + − = ⋅ + =     
( )3 24 10 кг м−⋅ ⋅ . 

Ответ: ( )3 24 10 кг мJ −= ⋅ ⋅ . 

Домашнее задание №2 

Тонкий однородный стержень длиной ℓ = 50 (см) и массой m = 400 (г) вращает-

ся с угловым ускорением ε = 3 (рад/с2) около оси, проходящей перпендикулярно 

стержню через его середину. Определить вращающий момент, М.  

Решение: 
Уравнение динамики вращательного движения те-

ла относительно неподвижной оси: 

M J= ⋅ε , 

где ε – угловое ускорение. Момент инерции прямого тонкого 

стержня длиной ℓ относительно оси, проходящей через 

центр тяжести, равняется: 

Дано: 
ℓ = 60 (см) 

m = 100 (г) 

а = 20 (см) 

? 

СИ: 
0,6 (м) 

0,1 (кг) 

0,2 (м) 

Дано: 
ℓ = 50 (см) 

m = 400 (г) 

ε = 3 (рад/с2) 

М = ? 

СИ: 
0,5 (м) 

0, 4 (кг) 

О 

a ℓ /2 

C 

d 
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21

12
J m= ℓ . 

Следовательно, вращающий момент: 

21

12
M m= εℓ . 

Подставляя числовые значения, получим: 

М = 35,04,0
12

1 2 ⋅⋅⋅  = 0,025 (Н·м). 

Ответ: ( )21
0,025 H м

12
М m= ε = ⋅ℓ . 

Домашнее задание №3 

На горизонтальную ось насажены маховик и тонкий шкив радиусом R = 5 (см). 

На шкив намотан шнур, к которому привязан груз массой m = 0,4 (кг). Опускаясь рав-

ноускоренно, груз прошёл путь S = 1,8 (м) за время t = 3 (с). Определить момент 

инерции маховика. Массу шкива считать пренебрежимо малой.  

Решение: 

По второму закону Ньютона: 

T mg ma+ =
�� �� �

. 

Спроецируем на ось ОУ: 

–Т + mg = ma, 

mg T ma− = . 

 

Откуда натяжение нити: 

( )T m g a= − . 

Вращающий момент по определению: 

М = FR. 

По третьему закону Ньютона сила, вращающая маховик, противоположна и 

равна по модулю натяжению нити: 

F = Т, 

тогда: 

 М = TR = ( )m g a R− . (1) 

С другой стороны, уравнение динамики вращательного движения тела от-

носительно неподвижной оси: 

 M J= ⋅ε . (2) 

Дано: 

R = 5 (см) 

m = 0,4 (кг)  

S = 1,8 (м) 

t = 3 (с) 

Mшкива ~ 0 

J = ? 

СИ: 

0,05 (м) 

S gm
�

а
�
 Т  

R 

F  

У 
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Приравняем правые части выражений (1) и (2) и выразим момент инерции 

маховика: 

 
( )m g a R

J
−=
ε

, (3) 

где ε – угловое ускорение – связано с линейным следующим соотношением: 

а

R
ε = , 

откуда линейное ускорение: 

2

2S
a

t
= . 

Тогда угловое ускорение: 

2

2S

t R
ε = . 

Следовательно, формула (1) момента инерции маховика: 

J = 

2

( )
2

m g a R
S

t R

−
 = 

2 2( )

2

mR g a t

S

−
 = 

2
2( 1)

2

gt
mR

S
− . 

Подставляя числовые значения, получим: 

J = )1
8,12

381,9
(05,04,0

2
2 −

⋅
⋅⋅  = 10-3·(24,525 - 1) ≈ 0,0235 (кг·м2). 

Ответ: J = 
2

2( 1)
2

gt
mR

S
−  = 0,0235 (кг·м2). 

Домашнее задание №4 

Вал массой m = 100 (кг) и радиусом R = 5 (см) вращался с частотой n = 8 (с-1). К ци-

линдрической поверхности вала прижали тормозную колодку с силой F = 40 (Н), под дей-

ствием которой вал остановился через t = 10 (с). Определить коэффициент трения, f.  

Решение: 
Из уравнения динамики враща-

тельного движения твёрдого тела относи-

тельно неподвижной оси: 

Мтр = J·ε.            (1) 

Момент инерции цилиндра радиусом, R, равен: 
2

2

mR
J = .            (2) 

Угловое ускорение по определению при равнозамедленном движении: 

0

t t

ω − ω ωε = = . 

Дано: 
m = 100 (кг) 

R = 5 (см) 

n = 8 (с-1) 

F = 40 (Н) 

t = 10 (с) 

f = ? 

СИ: 
 

0,05 (м) 
R n 

F тр 
m 
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Угловая скорость, ω, связана с частотой вращения, n: 

ω = 2πn. 

Тогда угловое ускорение: 

 
2 n

t

πε = . (3) 

Момент силы трения Fтр относительно неподвижной точки: 

тр трM F R= . 

Силу трения скольжения найдём по формуле: 

трF fN fF= = , 

т. к. реакция опоры N по III закону Ньютона равна силе давления F, где f – коэффи-

циент трения скольжения. 

Следовательно, момент силы: 

 Мтр = fFR. (4) 

Подставим в формулу (1) выражения (2), (3) и (4): 

fFR = 
2 2

2

mR n

t

π⋅  = 
2mR n

t

π
. 

Выразим коэффициент трения: 

f = 
mRn

Ft

π
. 

Подставляя числовые значения, получим: 

f = 
1040

805,010014,3

⋅
⋅⋅⋅

 = 
400

4014,3 ⋅
 = 0,314. 

Ответ: 0,31
mRn

f
Ft

π= = . 

 

Занятие №7. «Момент импульса. Закон сохранения момента импульса тел. 

Кинетическая энергия вращающегося тела. Работа, совершаемая при вращении» 

Рекомендуемое задание №1 

Кинетическая энергия вала, вращающегося с постоянной скоростью, 

соответствующей 5 (об./с), равна 60 (Дж). Найти момент импульса этого вала.  

Решение: 

Момент импульса по определению: 

L J= ω .     (1) 

Кинетическая энергия вращающегося тела: 

К = 
2

2

Jω
, 

Дано: 

n = 5 (об./с) 

К = 60 (Дж)

L = ? 

СИ: 
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т. е. момент инерции вала: 

 
2

2К
J =

ω
. (2) 

Связь угловой скорости с частотой вращения: 

 2 nω = π . (3) 

Подставим (2) и (3) в (1): 

2

2К
L

ω=
ω

 = 
2

2

К

nπ
. 

Подставим числовые значения: 

L = 
2 60

2 3,14 5

⋅
⋅ ⋅

 = 3,8 
2кг м

с

 ⋅
 
 

. 

Ответ: L = 3,8 
2кг м

с

 ⋅
 
 

. 

Рекомендуемое задание №2 

Платформа в виде диска радиусом R = 1 (м) вращается по инерции с частотой 

n1 = 6 (мин.-1). На краю платформы стоит человек, масса, m, которого равна 80 (кг). С 

какой частотой, n2, будет вращаться платформа, если человек перейдёт в её центр. 

Момент инерции, J, платформы равен 120 (кг·м2). Момент инерции человека рассчи-

тывать как для материальной точки.  

Решение: 

 

 

 

 

 

 
Закон сохранения момента импульса: 

 L = L1 + L2 = const. (1) 

Момент импульса вначале: 

L1 = (J + Jm) 1ω . 

Момент импульса в конце: 

L 2  = J 2ω . 

Учли, что момент инерции человека в центре платформы равен нулю, т. к. рас-

стояние его от оси вращения равно нулю. Момент инерции человека как материаль-

ной точки на краю платформы: 

Дано: 
R = 1 (м) 

n1 = 6 (мин.-1) 

m = 80 (кг) 

J = 120 (кг · м2) 

n2 = ? 

СИ: 
 

0,1 (с-1) 

R 

n1 
R 

n2 
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J = mR2. 

Тогда формула (1): 

(J + mR2) 1ω  = Jω2. 

Откуда угловая скорость платформы с человеком после перехода его в центр: 

 ω2 = 
2J mR

J

+ ω1. (2) 

Связь угловой скорости с частотой вращения: 

 ω1 = 2πn1, (3) 

 ω2 = 2πn2, 

или частота вращения: 

n2 = 2

2

ω
π

. 

Подставляя в полученную формулу (2) и (3), получаем: 

n2 = 
2

1( )

2

J mR

J

+ ω
π

. 

Подставим числовые значения: 

n2 = 
12014,32

1,014,32)180120( 2

⋅⋅
⋅⋅⋅⋅+

 = 
120

20
 ≈ 0,167 (с-1) ≈ 10 (мин.-1). 

Ответ: n2 = 10 (мин.-1). 

Рекомендуемое задание №3 

Человек стоит на скамье Жуковского и ловит рукой мяч массой m = 0,4 (кг), ле-

тящий в горизонтальном направлении со скоростью υ = 20 (м/с). Траектория мяча 

проходит на расстоянии r = 0,8 (м) от вертикальной оси вращения скамьи. С какой уг-

ловой скоростью, ω, начинает вращаться скамья Жуковского с человеком, поймав-

шим мяч, если суммарный момент инерции, J, человека и скамьи равен 6 (кг · м2)?  

Решение: 

Закон сохранения момента  

импульса: 

L1 = L2.          (1) 

Момент импульса до: 

L1 = mυr. 
 

Момент импульса после: 

L2 = (J + mr2)ω. 

Дано: 

m = 0,4 (кг) 

υ = 20 (м/с) 

r = 0,8 (м) 

J = 6 (кг · м2) 

ω = ? 

СИ: 

R 

n1 

mυ  r 
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Тогда формула (1): 

mυr = (J + mr2)ω. 

Следовательно, угловая скорость станет: 

ω = 
2

m r

J mr

υ
+

. 

Подставим числовые значения: 

ω = 
28,04,06

8,0204,0

⋅+
⋅⋅

 = 
256,6

4,6
 ≈ 1,02 (рад/с). 

Ответ: ω = 1,02 (рад/с). 

Рекомендуемое задание №4 

На скамье Жуковского стоит человек и держит в руках стержень длиной 

ℓ = 2,4 (м) и массой m = 8 (кг), расположенный вертикально по оси вращения скамьи. 

Скамья с человеком вращается с частотой n1 = 1 (c-1). С какой частотой будет вра-

щаться скамья с человеком, если он повернёт стержень в горизонтальное положение? 

Суммарный момент инерции, J, человека и скамьи равен 6 (кг · м2)?  

Решение: 

 

 

 

 
 

 

Закон сохранения момента импульса: 

 L1 = L2. (1) 

Момент импульса до: 

L1 = Jω1. 

Учли, что момент инерции стержня вначале равен нулю, т. к. расположен вер-

тикально по оси вращения скамьи, и расстояние его от оси вращения равно нулю. 

Момент импульса после: 

L2 = (J + Jст)ω2 = (J + 
2

12

mℓ
)ω2. 

Учли, что момент инерции стержня относительно оси, проходящей через 

центр тяжести его, равен: 

Jст = 
2

12

mℓ
. 

Тогда формула (1): 

Дано: 

m = 8 (кг) 

n1 = 1 (c-1) 

J = 6 (кг · м2) 

ℓ = 2,4 (м) 

n2 = ? 

СИ: 

ℓ n1 n2 
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 Jω1 = (J + 
2

12

mℓ
)ω2. (2) 

Связь угловой скорости с частотой вращения: 

ω1 = 2πn1, 

ω2 = 2πn2. 

С учётом этого формула (2): 

J2πn1 = (J + 
2

12

mℓ
)2πn2. 

Отсюда частота вращения после: 

n2 = 1
2

12

Jn

m
J + ℓ

= 1
2

12

12

J n

J m

⋅ ⋅
+ ℓ

. 

Подставим числовые значения: 

n2 = 
24,28612

1612

⋅+⋅
⋅⋅

 = 
08,118

72
 ≈ 0,61 (c-1). 

Ответ: n2 = 0,61 (c-1). 

Рекомендуемое задание №5 

Шарик массой m = 100 (г), привязанный к концу нити длиной ℓ1 = 1 (м), враща-

ется, опираясь на горизонтальную плоскость, с частотой n1 = 1 (с-1). Нить укорачива-

ется, и шарик приближается к оси вращения до расстояния ℓ2 = 0,5 (м). С какой 

частотой, n2, будет при этом вращаться шарик? Какую работу, А, совершит внешняя 

сила, укорачивая нить? Трением шарика о плоскость пренебречь.  

Решение: 

 

 

 

 

 

 

1) Закон сохранения момента импульса: 

 L = соnst. (1) 

Момент импульса до: 

L1 = J1ω1. 

Момент импульса после: 

L2 = J2ω2. 

Дано: 

m = 100 (г) 

n1 = 1 (c-1) 

ℓ1 = 1 (м) 

ℓ2 = 0,5 (м) 

1) n2 = ? 

2) А = ? 

СИ: 

0,1 (кг) 

ℓ1 

n1 

ℓ2 

n2 
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Связь угловой скорости с частотой вращения: 

 ω1 = 2πn1, (2) 

 ω2 = 2πn2. (3) 

С учётом этого момент импульса до и после, соответственно, равны: 

L1 = J12πn1, 

L2 = J22πn2. 

Следовательно, формула (1): 

J12πn1 = J22πn2. 

Откуда частота вращения после: 

 n2 = 1 1

2

n J

J
. (4) 

Момент инерции материальной точки до: 

J1 = m 2
1ℓ . 

Момент инерции материальной точки после: 

J2 = m 2
2ℓ . 

Тогда формула (4): 

 n2 = 
2

1 1
2
2

n m

m

ℓ

ℓ
 = 

2

1
1

2

n
 
 
 

ℓ

ℓ
. (5) 

Подставим числовые значения: 

n2 = 
2

5,0

1
1 







⋅  = 4 (с-1). 

2) Работа внешней силы обратна изменению кинетической энергии вращения 

тела: 

A = Е2 – Е1. 

Кинетическая энергия вращения до: 

Е1 = 
2
1

2

mυ
. 

Кинетическая энергия вращения после: 

Е2 = 
2
2

2

mυ
. 

Связь линейной скорости с угловой: 

υ1 = ω1ℓ1, 

υ2 = ω2ℓ2. 
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В итоге работа внешней силы: 

А = 
2 2 2 2
2 2 1 1

2 2

m mω ω−ℓ ℓ
 = ( )2 2 2 2

2 2 1 12

m ω − ωℓ ℓ . 

С учётом формул (2) и (3): 

А = ( )2 2 2 2 2 2
2 2 1 14 4

2

m
n nπ − πℓ ℓ  = ( )2 2 2 2 2

2 2 1 12 m n nπ −ℓ ℓ . 

С учётом формулы (5): 

А = 
4

2 2 2 2 21
1 2 1 14

2

2 m n n
 

π − 
 

ℓ
ℓ ℓ

ℓ
 = 

2
2 2 2 1

1 1 2
2

2 1mn
 

π − 
 

ℓ
ℓ
ℓ

 = ( )
2

2 2 2 21
1 1 2

2

2 mn
 

π − 
 

ℓ
ℓ ℓ

ℓ
. 

А = 
2 2

2 2 2 2 1
1 1 2

2

2 mn
 −π  
 

ℓ ℓ
ℓ

ℓ
 = 2 2 2 21

1 1 2
2

2 ( ) ( )mnπ −ℓ
ℓ ℓ

ℓ
. 

Подставим числовые значения: 
2

2 2 2 21
2 3,14 0,1 1 (1 0,5 )

0,5
A

 = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − 
 

 ≈ 1,974·4·0,75 ≈ 5,92 (Дж). 

Ответ: n2 = 4 ( )1c− , А = 5,92 (Дж). 

Рекомендуемое задание №6 

Маховик, момент инерции, J, которого равен 40 (кг·м2), начал вращаться равноус-

коренно из состояния покоя под действием момента силы M = 20 (Н·м). Вращение про-

должалось в течение t = 10 (с). Определить кинетическую энергию, Т, приобретённую 

маховиком.  

Решение: 
Кинетическая энергия вращающегося тела: 

2

2ωJ
T = . 

Связь угловой скорости с угловым ускорением: 

ω = εt. 

Угловое ускорение из второго (основного) закона дина-
мики вращательного движения: 

J

M=ε . 

Следовательно, кинетическая энергия вращения: 

Т = 
2

22tJε
 = 

22

22

J

tM
J  = 

J

tM

2

22

. 

Подставим числовые значения: 

Т = 
402

1020 22

⋅
⋅

 = 500 (Дж).  

Ответ: T = 2 2( ) / 2M t J∆  = 500 (Дж). 

Дано: 
J = 40 (кг·м2) 

M = 20 (H·м) 

t = 10 (c) 

ω0 = 0 

T = ? 

СИ: 
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Рекомендуемое задание №7 

Пуля массой m = 10 (г) летит со скоростью υ = 800 (м/с), вращаясь около продоль-

ной оси с частотой n = 3000 (c-1). Принимая пулю за цилиндр диаметром d = 8 (мм), опре-

делить полную кинетическую энергию, Т, пули.  

Решение: 

Полная кинетическая энергия тела, 

движущегося поступательно и вращательно: 
2 2

2 2

m J
T

υ ω= + . 

Связь угловой скорости с частотой вращения: 

ω = 2πn. 

Момент инерции пули как цилиндра: 
2

1

2 2цил

d
J m

 =  
 

. 

Тогда полная кинетическая энергия пули: 
2

2 2
2 4

2
2 4

d
m n

m
T

  π υ  = +  = 2 2 2 2(2 )
4

m
n dυ + π . 

Подставим числовые значения: 

Т = )10810314,38002(
4

10 626222
2

−
−

⋅⋅⋅⋅+⋅  = 2,5·10-3·(1280000 + 5685), 

Т = 2,5·10-3·1285685 = 3214  (Дж) ≈ 3,21 (кДж). 

Ответ: ( ) ( )2 2 2 22 3,21 кДж
4

m
T n d = υ + π = 

 
. 

Рекомендуемое задание №8 

Обруч и диск имеют одинаковую массу m1 = m2 = m и катятся без скольжения 

так, что линейные скорости их центров, υ1 и υ2, одинаковы. Кинетическая энергия об-

руча W1 = 40 (Дж). Найти кинетическую энергию диска, W2.  

Решение: 

Полная кинетическая энергия тела, движущегося поступательно и вращательно: 

W = 
2 2

2 2

m Jυ ω+ . 

Дано: 

m = 10 (г) 

υ = 800 (м/с) 

n = 3000 (c-1) 

d = 8 (мм) 

Т = ? 

СИ: 

0,01 (кг)

 

 

8·10-3 

Дано: 

m1 = m2 = m 

υ1 = υ2 = υ 

W1 = 40 (Дж) 

W2 = ? 

СИ: 

υ1 υ2 

Обруч Диск 

ω 

m 
υ  
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Связь угловой скорости с линейной: 

ω = 
R

υ
. 

Момент инерции обруча: 

Jобруч = m1
2
1R . 

Момент инерции диска: 

Jдиск = 
2

2
22Rm

. 

Тогда полная кинетическая энергия обруча: 

W1 = 
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1/

2 2

m m R Rυ ⋅ υ+  = 
2 2

1 1 1 1

2 2

m mυ υ+  = 2 2
1 1m mυ = υ . 

Полная кинетическая энергия диска: 

W2 = 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 21/ 2 /

2 2

m m R Rυ ⋅ + υ+  = 
2 2

2 2 2 2

2 4

m mυ υ+  = 2
2 2

3

4
m υ  = ¾ 2mυ . 

Следовательно: 

W2 = ¾W1. 

Подставляя числовые значения, получаем: 

W2 = ¾·40 = 30 (Дж). 

Ответ: W2 = 30 (Дж). 

Рекомендуемое задание №9 

Тонкий прямой стержень длиной ℓ = 1 (м) прикреплён к горизонтальной оси, 

проходящей через его конец. Стержень отклонили на угол φ = 60° от положения рав-

новесия и отпустили. Определить линейную скорость, υ, нижнего конца стержня в 

момент прохождения через положение равновесия.  

Решение: 

1 способ. По закону сохранения энергии стержень (его 

центр тяжести) в отклонённом положении обладает потенци-

альной энергией (за нуль потенциальной энергии берём т. С1), в 

момент прохождения положения равновесия (вертикальное) – 

кинетической энергией вращения: 

Еп = Ек, 

или 

    mgh = 
2

2

Jω
.                         (1) 

Дано: 

ℓ = 1 (м) 

ϕ = 60° 

g = 9,81 
2

м

с

 
 
 

υ = ? 

СИ: 

φ 

h С 
С1 

ℓ/2 А 

В 
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Момент инерции стержня относительно его конца: 

J = 21

3
mℓ , 

Угловая скорость связана с линейной: 

ω = 
R

υ
 = 

υ
ℓ

. 

Высота h опускания центра тяжести стержня: 

h = 
2

ℓ
 – АВ. 

Из ∆АВС: 

АВ = 
2

ℓ
сosφ. 

Тогда высота: 

h = 
2

ℓ
 – 

2

ℓ
cosφ = 

2

ℓ
(1 – cosφ). 

Тогда формула (1) примет вид: 

mg
2

ℓ
(1 – сosφ) = 

2
2

2

1

3 2
m

υ⋅ℓ
ℓ

 = 
2

6

mυ
, 

после сокращения на 
2

m
: 

gℓ(1 – сosφ) = 
2

3

υ
. 

Откуда скорость: 

υ = 3 (1 cos )g − ϕℓ . 

Подставляя числовые значения, получаем: 

υ = )60cos1(181,93 °−⋅⋅  = 715,14  = 3,836 ≈ 3,84 (м/с). 

Ответ: υ = 3 (1 cos )g − ϕℓ  = 3,84 (м/с). 

Рекомендуемое задание №1 

Человек массой m = 60 (кг), стоящий на краю горизонтальной платформы ра-

диусом R = 1 (м) и массой M = 120 (кг), вращающейся по инерции вокруг неподвиж-

ной вертикальной оси с частотой n1 = 10 (мин.-1), переходит к её центру. Считая 

платформу круглым однородным диском, а человека – точечной массой, определите 

работу, совершаемую человеком при переходе от края платформы к её центру.  
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Решение: 

Работа человека 

пойдёт на изменение 

кинетической энергии 

вращения платформы 

с человеком: 
 

 А = Е2 – Е1 = 
2 2

2 2 1 1

2 2

J Jω ω−  = 
2 2

2 2 1 1( ) ( )

2 2
пл чел пл челJ J J J+ ω + ω− . (1) 

Угловая скорость связана с частотой: 

 ω = 2πn. (2) 

Момент инерции платформы берём как диск: 

 Jпл = 
2

2МR
. (3) 

Момент инерции человека вначале (на краю платформы) берём как точку: 

 Jчел1 = mR2. (4) 

Момент инерции человека в конце (в центре платформы): 

Jчел1 = m02 = 0. 

Тогда формула (1): 

А = 
2 2 2 2

2 14 ( )4

2 2
пл пл челJ n J J nπ + π−  = 

2 2
2 2 2 2

2 12 2
2 2

МR МR
n mR n

  
π − +  

  
. 

 А = ( )2 2 2 2
2 12R Мn М m n π − +  . (5) 

Найдём частоту вращения, n2, платформы и человека после. По закону сохра-

нения момента импульса: 

 L1 = L2. (6) 

Момент импульса до: 

L1 = (Jпл + Jчел1)ω1. 

Момент импульса после: 

L2 = (Jпл + Jчел2)ω2. 

Тогда формула (6): 

 (Jпл + Jчел1)ω1 = (Jпл + Jчел2)ω2. (7) 

С учётом формул (2-4) формула (7): 

Дано: 

m = 60 (кг) 

R = 1 (м) 

M = 120 (кг) 

n1 = 10 (мин.-1) 

А = ? 

СИ: 

 

 

 

0,167 (с-1) 
R 

n1 
R 

n2 



 

120 

2
2

2

МR
mR

 
+ 

 
2πn1 = 

2

2

МR
2πn2. 

или 

(MR2 + 2mR2)n1 = MR2n2. 

Откуда частота вращения после: 

n2 = 
2M m

M

+
n1. 

Тогда формула работы (5): 

А = ( )
2

2 2 2 2
1 1

2
2

M m
R М n М m n

M

 + π − +  
   

 = 
( ) ( )

2

2 2 2 2
1 1

2
2

M m
R n М m n

M

 +
π − + 

  
 

( ) ( )2 2 2
1

2
2 1

M m
A R М m n

M

 + 
= π + − 

 
 = 

( )2 2 2
1

2
2

M m
mn R

M

+
π . 

Подставим численные значения: 

А = 
( )

120

602120
1167,06014,32 222 ⋅+⋅⋅⋅⋅  = 66 (Дж). 

Ответ: А = 65,8 (Дж). 

Домашнее задание №1 

Человек стоит на скамье Жуковского и держит в руках стержень, расположен-

ный вертикально вдоль оси вращения скамейки. Стержень служит осью вращения ко-

леса, расположенного на верхнем конце стержня. Скамья неподвижна, колесо 

вращается с частотой n1 = 10 (с-1). Радиус, R, колеса равен 20 (см), его масса 

m = 3 (кг). Определить частоту вращения скамьи, если человек повернёт стержень на 

угол 180°? Суммарный момент инерции, J, человека и скамьи равен 6 (кг·м2). Массу 

колеса можно считать равномерно распределённой по ободу.  

Решение: 
При повороте стержня на 

угол 180° колесо сменит на-
правление вращения, т. е. если 

раньше по часовой стрелке от-

носительно скамьи, то теперь 

против часовой стрелки. Платформа с человеком начнут вращаться 

в противоположном направлении (куда раньше колесо). 

Закон сохранения момента импульса относительно земли: 

 L1 = L2. (1) 

Момент импульса «до»: 

L1 = J1ω1. 

Дано: 

J = 6 (кг⋅м2) 

n1 = 10 (c-1)  

R = 20 (см) 

m = 3 (кг) 

α = 180° 

СИ: 
 

 

0,2 (м) 

 

n2 = ?  

R 

n1 

n2 

R 

n1 
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Момент импульса «после»: 

L2 = –J1ω1 + Jω2. 

Тогда формула (1): 

 J1ω1 = –J1ω1 + J2ω2. (2) 

Угловая скорость связана с частотой: 

 ω = 2πn. (3) 

Момент инерции колеса берём как полый тонкостенный цилиндр: 

 J1 = mR2. (4) 

Тогда формула (2): 

mR22πn1 = –mR22πn1 + J2πn2. 

После сокращения на 2π и переноса неизвестных в одну сторону: 

Jn2 = mR2n1 + mR2n1 = 2mR2n1. 

Тогда частота вращения платформы с человеком, n2, относительно земли: 

n2 = 
2

1

2mR
n

J
. 

Подставим значения: 

n2 = 10
6

2,032 2

⋅⋅⋅
 = 0,4 (с-1). 

Ответ: 2 0,4n =  (с-1). 

Домашнее задание №2 

Маховик в виде диска массой m = 80 (кг) и радиусом R = 30 (см) находится в 

состоянии покоя. Какую работу A1 нужно совершить, чтобы сообщить маховику час-

тоту n = 10 (с-1)? Какую работу А2 пришлось бы совершить, если бы при той же массе 

диск имел меньшую толщину, но вдвое больше радиус?  

Решение: 

1) Работа равна изменению кинетической энергии 

вращения, причём вначале маховик находился в покое, т. е.: 

A = ∆E = E2 – E1 = E2 = 
2

2

Jω
.          (1) 

Момент инерции маховика найдём как диска: 

J = 
2

2

mR
.             (2) 

Угловая скорость связана с частотой: 

 ω = 2πn. (3) 

Дано: 

n = 10 (c-1) 

R1 = R = 30 (см) 

m = 80 (кг) 

R2 = 2R1 

СИ: 

 

0,3 (м) 

 

1) А1 = ? 

2) А2 = ? 

 



 

122 

Формула (1) с учётом (2) и (3): 

A = 

2 2 21
4

2
2

mR n⋅ π
 = π²n²mR². 

Следовательно, работа равна: 

A1 = π²n²mR2
1  = π²n²mR² = (3,14)²·10²·80·0,3² = 7106 ≈ 7,11 (кДж). 

2) Момент инерции маховика зависит только от массы и радиуса, т. к. масса 

постоянна, а меняется радиус, то: 

A2 = π²n²mR2
2  = 4π²n²mR² = 4·(3,14)²·10²·80·0,3² = 28424 ≈ 28,4 (кДж). 

Ответ: A1 = 7,11 (кДж); A2 = 28,4 (кДж). 

Домашнее задание №3 

Шар скатывается без скольжения по наклонной плоскости, высота которой 

h = 0,5 (м), угол наклона – α. Найти линейную скорость, υ1, центра масс шара в конце 

спуска, если в начале движения его скорость υ0 = 0. Сравнить υ1 со скоростью тела, υ, 

соскальзывающего с этой же плоскости без трения.  

Решение: 

1) По закону сохранения энергии, когда шар скатывается 

без скольжения, потенциальная энергия высоты переходит в кине-

тическую энергию поступательного и вращательного движения: 

Еп = Ек = Ек.поступ + Ек.вращ 

или 
2 2
1 1

2 2

m J
mgh

υ ω= + .      (1) 

Момент инерции шара: 

 J = 22

5
mR . (2) 

Угловая скорость связана с линейной: 

 ω = 
R

υ
. (3) 

Формула (1) с учётом (2) и (3): 

mgh = 
2 2 22

11
2

5
2 2

mR Rm ⋅ υυ +  = 
2 2
1 12

2 10

m mυ υ+  = 
2 2
1 15 2

10

υ + υ
 = 

2
17

10

υ
. 

Сократим на m и выразим из полученной формулы υ1: 

1

10

7

ghυ = . 

Дано: 

h = 0,5 (м) 

υ0 = 0 

g = 9,81 (м/с²) 

1) υ1 = ? 

2) υ = ? 

СИ: 
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Подставив численные значения, получаем: 

υ1 = 
7

5,081,910 ⋅⋅
 ≈ 007,7  ≈ 2,647 (м/с). 

2) По закону сохранения энергии, когда шар скатывается без трения (сколь-

зит), потенциальная энергия высоты переходит в кинетическую энергию поступа-

тельного движения: 

Еп = Ек 

или 

mgh = 
2

2

mυ
. 

Откуда скорость внизу: 

υ = gh2 . 

Подставив численные значения, получаем: 

υ = 5,081,92 ⋅⋅  = 3,132 (м/с). 

Ответ: υ1 = 2,64 (м/с), υ = 3,13 (м/с). 

Домашнее задание №4 

Какова скорость движения обруча у подножия наклонной плоскости, высота 

которой h = 0,5 (м), если обруч катился без скольжения и на вершине имел скорость 

υ0 =  1 (м/с).  

Решение: 
По закону сохранения 

энергии, когда обруч скатыва-

ется без скольжения, потенци-

альная энергия высоты и 

кинетическая энергия поступа-

тельного и вращательного движения переходит в 

кинетическую энергию поступательного и враща-

тельного движения: 

Еп + Ек.поступ1 + Ек.вращ1 = Ек.поступ2 + Ек.вращ2 

или 

 mgh + 
2 2
0 0

2 2

m Jυ ω+  = 
2 2

2 2

m Jυ ω+ . (1) 

Момент инерции обруча: 

 J = mR². (2) 

Угловая скорость связана с линейной: 

 ω = 
R

υ
. (3) 

Дано: 
h = 0,5 (м) 

υ0 = 1 (м/c) 

g = 9,81 (м/с²)

υ = ? 

СИ: 

υ  α 

h Ек 

Еп 

υ  α 

h Ек 

Еп + Ек0 υ 0 
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Формула (1) с учётом (2) и (3): 

mgh + 
2 2 2 2
0 0

2 2

m mR Rυ ⋅ υ+  = 
2 2 2 2

2 2

m mR Rυ ⋅ υ+  

или 

mgh + 
2 2
0 0

2 2

m mυ υ+  = 
2 2

2 2

m mυ υ+ , 

или сократив на m и преобразовав: 

gh + 2 2
0υ = υ . 

Выразим из полученной формулы скорость, υ: 

υ = 2
0gh+ υ . 

Подставив численные значения, получаем: 

υ1 = 25,05,081,9 +⋅  ≈ 155,5  ≈ 2,27 (м/с). 

Ответ: υ = 2,27 (м/с). 

 

Занятие №8 «Гармонические колебания и волны» 

Рекомендуемое задание №1 

Записать закон движения гармонически колеблющейся точки с амплитудой 

10 (см), периодом 4 (с) и начальной фазой, равной нулю.  

Решение: 

Уравнение колебания точки: 

х = Аsin(ωt + ∆φ)         (1) 

или 

х = Асos(ωt + ∆φ),         (2) 

где ω – циклическая (круговая) частота гармонических коле-

баний, связанная с периодом следующим соотношением: 

 ω = 
2

Т

π
. (3) 

Поскольку начальная координата х0 = 0 в момент времени t = 0, то удобно ис-

пользовать формулу (1), т. к. АSin(ω·0 + 0) = 0, что соответствует положению равно-

весия тела или нулевому смещению х = 0. 

Формулу (2) удобнее использовать, если в начальный момент тело смещено на 

амплитуду: х = хmax = А, т. е. на наибольшее расстояние от положения равновесия. 

Выберем, например, уравнение (1) и равенство (3), тогда закон движения гар-

монически колеблющейся точки: 

Дано: 

А = 10 (см) 

Т = 4 (с) 

∆φ = 0 

СИ: 

0,1 (м) 

10 

(м/с) 

х(t) = ?  
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х = Аsin(
2

t
Т

π
 + 0) = 0,1sin(

2

4
t

π
 + 0) = 0,1sin(

2
t

π
). 

Примечание: Для уравнения (2), соответственно, получим: 

х = 0,1сos(
2

t
π

), 

что тоже правильно, поскольку нет жёсткого указания насчёт положения тела в 

начальный момент времени. 

Ответ: х(t) = 0,1sin(
2

t
π

). 

Рекомендуемое задание №2 

Закон движения гармонического колебания имеет вид х = Asin(ωt + φ). 

Определить скорость колеблющейся точки, её ускорение. При каком условии 

скорость и ускорение будут иметь максимальные значения?  

Решение: 

1. Скорость, по определению, есть первая производная 

(дифференциал) координаты по времени: 

υ = х′ = 
dx

dt
 = 

( )( )sind A t

dt

ω + ϕ
 = Аωсos(ωt + φ). 

2. Ускорение – первая производная (дифференциал) скорости 

по времени: 

а = υ′ = 
d

dt

υ
 = 

( )( )cosd A t

dt

ω ω + ϕ
 = –Аω2sin(ωt + φ). 

3. Скорость будет максимальна при условии: 

сos(ωt + φ) = 1 или сos(ωt + φ) = –1, 

т. е. период не 2π, а будет π, т. к. в 2 раза чаще значение достигается, а следовательно 

фаза колебаний (то, что стоит под знаком sin или cos): 

ωt + φ = arcсos1 = 0 + πn = πn,  

где n = 0, 1, 2, … 

или интересующее нас время для различных n: 

υмах(tn) = 
nπ − ϕ
ω

. 

4. Ускорение будет максимальным при условии: 

sin(ωt + φ) = 1 или sin(ωt + φ) = –1 = > 

ωt + φ = arcsin1 = 
2

π
 + πn = 

2

π
(1 + 2n),  

где n = 0, 1, 2, … 

Дано: 

х = Asin(ωt + φ) 

1. υ = ? 

2. а = ? 

3. υmax(tn) = ? 

4. a(tn) = ? 
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или интересующее нас время при различных n: 

a(tn) = 
( )2 1

2
n

π+ − ϕ

ω
. 

Ответ: υмах(tn) = 
nπ − ϕ
ω

, a(tn) = 
( )2 1

2
n

π+ − ϕ

ω
. 

Рекомендуемое задание №3 

Записать выражение для закона движения гармонически колеблющейся точки с 

амплитудой 5 (см), если в одну минуту она совершает 150 колебаний и начальная 

фаза колебаний равна 45°.  

Решение: 
Уравнение колебания точки: 

х = Аsin(ωt + ∆φ)    (1) 

или 

х = Асos(ωt + ∆φ),    (2) 

где ω – циклическая (круговая) частота гармонических колеба-

ний, связанная с периодом следующим соотношением: 

 ω = 2πν, (3) 

где ν – частота колебаний, определяемая по формуле: 

ν = 
t

N
, 

тогда: 

ω = 2π
t

N
 = 2π

60

150
 = 5π (рад/с). 

Окончательно закон движения гармонически колеблющейся точки, с учётом 

всего сказанного и что 45° = 
4

π
 рад: 

sin 2 0,05sin 5
4

N
x A t

t

π   = π + ∆ϕ = π +   
   

. 

Ответ: х = 0,05sin 5
4

t
π π + 

 
 (м).  

Рекомендуемое задание №4 

Начертить на одном графике кривые четырёх гармонических колебаний точек с 

одинаковыми амплитудами, одинаковыми периодами, но имеющими разность фаз: 

1) 
4

π
, 2) 

2

π
, 3) π, 4) 2π.  

Дано: 
А = 5 (см) 

t = 1 (мин.) 

N = 150 

∆φ = 45° 

СИ: 
0,05 (м) 

60 (с) 

х(t) = ?  
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Решение: 

Уравнение колебания точки: 

х = Аsinφ,    (1) 

где φ – фаза колебаний: 

φ = ωt + ∆φ,    (2) 

где ω – циклическая (круговая) частота гармонических колебаний, 

связанная с периодом следующим соотношением: 

ω = 
2

Т

π
. 

Т. е. в общем виде функциональная зависимость: 

х = Аsin(
2

Т

π
t + ∆φ). 

Построим таблицу. Мы знаем, как выглядит синусоида, по-

этому достаточно знать координату в момент времени t = 0 и най-

ти несколько точек: максимума, минимума и ноль. По этим значениям строить гра-

фик. Максимум наступает при: 

φ = 
2

π
 (sinφ = 1). 

Минимум при: 

φ = 
3

2
π  (sinφ = –1). 

Ноль при: 

φ = 0 или φ = π (sinφ = 0). 

Учтём, что у каждого колебания есть ещё и сдвиг фаз, ∆φ. Т. е. надо подобрать 

для каждого колебания своё время, чтобы подобрать фазу колебаний, φ. 

Как рассчитывать, рассмотрим на примере для 1го колебания момент времени 

4

Т
t =  (с). Тогда: 

ωt = 
2

Т

π
·

4

Т
 = 

2

π
 (рад). 

Следовательно: 

φ = ωt + ∆φ = 
2

π
 + 

4

π
 = 

3

4
π  (рад). 

Значение 
3

sin
4

π  = 
2

2
. 

Координата же: 

х = А
2

2
. 

Дано: 

А1 = A2 = A3 = A4 

Т1 = Т2 = Т3 = Т4 

∆φ1 = 
4

π
 

∆φ2 = 
2

π
 

∆φ3 = π 

∆φ4 = 2π 

1. х1 = f(t) 

2. х2 = f(t) 

3. х3 = f(t) 

4. х4 = f(t) 



 

128 

Из рисунка видно, что кривые полностью похожи, но «сдвинуты» друг относи-

тельно друга на определённые расстояния. Графики же х3 и х4 полностью в «противо-

фазе», поскольку между ними разность фаз отличается на π. Это подтверждает лишь 

то, что период sin составляет 2π. 

Ответ: Кривые совпадают. 

t 0 Т/8 Т/4 3Т/8 Т/2 5Т/8 3Т/4 7Т/8 Т

ωt 0 π/4 π/2 3π/4 π 5π/4 3π/2 7π/4 2π
φ1 π/4 π/2 3π/4 π 5π/4 3π/2 7π/4 2π 9π/4

Sinφ1 1 0 -1 0
х1 А 0 - А 0
φ2 π/2 3π/4 π 5π/4 3π/2 7π/4 2π 9π/4 5π/2

Sinφ2 1 0 -1 0 1
х2 А 0 - А 0 А

φ3 π 5π/4 3π/2 7π/4 2π 9π/4 5π/2 11π/4 3π
Sinφ3 0 -1 0 1 0
х3 0 - А 0 А 0
φ4 2π 9π/4 5π/2 11π/4 3π 13π/4 7π/2 15π/4 4π

Sinφ4 0 1 0 -1 0
х4 0 А 0 - А 0

22 22 22− 22− 22

22А−22А−22А22А 22А

22 22− 22− 22

22А−22А−22А 22А

Т/4                        Т/2                      3Т/4 t

-А
   

   
   

   
   

  0
   

   
   

   
   

   
А

х1 х2 х3 х4

22− 22− 22

22А−22А− 22А

22

22А

22

22А

22

22А

22−
22А−

22−
22А−
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Рекомендуемое задание №5 

Точка совершает колебания по закону х = Aсos(ωt + φ), где А = 2 (см); ω = π (с-1), 

φ = π/4 (рад). Построить графики зависимости от времени: 1) смещения, x(t); 

2) скорости, υ(t); 3) ускорения, а(t). 

Решение: 
Уравнение зависимости координаты от времени, в 

нашем случае: 

2cos
4 4

x t
π π = + 
 

. 

Скорость, по определению, есть первая производная 

(дифференциал) координаты по времени: 

υ = х′ = 
dx

dt
 = 

2cos
4 4

d t

dt

 π π +  
    = 

2

π− sin
4 4

t
π π + 
 

. 

2. Ускорение – первая производная (дифференциал) скорости по времени: 

а = υ′ = 
d

dt

υ
 = 

sin
2 4 4

d t

dt

 π π π − +  
    = 

2

8

π− сos
4 4

t
π π + 
 

. 

Построим таблицу и по этим значениям строим графики. 

Рекомендуемое задание №6 

Определить максимальные значения скорости, maxxɺ , и ускорения, maxxɺɺ , точки, 

совершающей гармонические колебания с амплитудой А = 3 (см) и циклической 

частотой 
2

πω =  (с-1).  

Решение: 
Уравнение движения: 

cos( ) cos( )
2

х A t A t
π= ω + ∆ϕ = + ∆ϕ  

или 

sin( ) sin( )
2

х A t А t
π= ω + ∆ϕ = + ∆ϕ . 

1) Скорость есть первая производная угла по времени: 

23
cos( ) 10 sin( )

2 2
x A t t− π= ω⋅ ω + ∆ϕ = π⋅ + ∆ϕɺ . 

Скорость максимальна, maxxɺ , при sin( ) 1
2

t
π + ∆ϕ = . 

maxxɺ A= ω . 

Дано: 
х = Aсos(ωt + φ) 

А = 2 (см) 

ω = π/4 (с-1) 

∆φ = 45° 

СИ: 
 

0,2 (м) 

1. х(t) = ? 

2. υ(t) =? 

3. а(t) =? 

 

Дано: 

( )3 смА =  

ω = π/2 (с-1) 

1) maxxɺ = ? 

2) maxxɺɺ = ? 

СИ: 
3 10-2 (м) 
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Подставляя числовые значения, получаем: 

maxxɺ 23
10 (м / с) 4,71 (см / с)

2
−= π⋅ = . 

2) Ускорение есть вторая производная угла по времени или первая производная 

скорости по времени: 

maxxɺɺ
2

2 2( sin( )) 3 10 sin( )
4

A t t− π= ω − ω + ∆ϕ = − ⋅ ⋅ ω + ∆ϕ . 

Аналогично ускорение максимально при сos = |1|: 

maxxɺɺ 2 2 2 23
10 7,4 (см / с )

4
A −= ω = π ⋅ = . 

Ответ: maxxɺ = 4,71 (см/с); maxxɺɺ = 7,4 (см/с2). 

Рекомендуемое задание №7 

На стержне длиной 30 (см)=ℓ  укреплены два одинаковых грузика: один – в 

середине стержня, другой – на одном из его концов. Стержень с грузиком колеблется 

около горизонтальной оси, проходящей через свободный конец стержня. Определить 

приведённую длину, L, и период, Т, колебаний такой системы. Массой стержня пре-

небречь.  

Решение: 

1) Приведённая длина, L, из понятия периода 

колебаний физического и математического маятника: 

2 2
J L

T
m g a g

= π = π
⋅ ⋅

, 

отсюда: 

J
L

m a
=

⋅
, 

где J – момент инерции тела относительно оси колебаний; a – расстояние от оси 

колебания до центра тяжести системы. 
2

2 2 2
1 2 1 2

1 5
1

2 4 4
I I I m m m m

   = + = + = + =   
   

ℓ
ℓ ℓ ℓ . 

Считаем грузики материальными точками, тогда масса маятника: 

1 2 2m m m m= + = , 

центра тяжести системы: 

1 2

1 2

1 31
322 2

2 2 4
i i

i

mm mm x
a

m m m m

 ++  
 = = = = =

+
∑

ℓ
ℓℓ ℓ

ℓ  относительно оси колебаний. 

Дано: 

ℓ = 30 (см) 

221

ℓ
ℓℓ ==  

m1 = m2 = m 

1) L – ? 

2) T –? 

СИ: 

0,3 (м) 
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Тогда приведённая длина: 

25
54 0,25

3 62
4

m
L

m
= = =

⋅

ℓ
ℓ

ℓ

(м). 

2) Период колебания математического маятника: 

5 0,25
2 2 2 3,14 1

6 9,81

L l
T

g g
= π = π = ⋅ =  (с). 

Ответ: 
5

25
6

l
L = =  (см); 2 1

L
T

g
= π =  (с). 

Рекомендуемое задание №8 

Точка одновременно совершает два гармонических колебания, происходящих 

во взаимно перпендикулярных направлениях и выражаемых уравнениями 

Х = 0,5sin tω (см) и 2cos( )Y t= ω (см). Найти уравнение траектории и построить её, 

указав направление движения.  

Решение: 

2 sin
0,5

X
Х t= = ω , 

cos( )
2

Y
t= ω . 

Возведём всё в квадрат: 
2 24 sinХ t= ω , 

2
2cos ( )

4

Y
t= ω . 

Сложим оба выражения: 

24Х  + 
2

1
4

Y = . 

Получили уравнение эллипса. Тогда: 
2

1
4

Y = − 24Х  

или 

22 1 4Y X= − . 

Построим таблицу: Выберем t так, чтобы ( )tω  было 0; 
3

; ; ; 2
2 2

π ππ π . 

( )tω  0 
2

π
 π  

3

2

π
 2π  

sin 0 1 0 -1 0 
cos 1 0 -1 0 1 

Дано: 
2А =  (см) 

2cos( )Y t= ω  (см) 

0,5sin( )X t= ω (см) 

1. Y(X) = ? 

2. Изобразить  

направление  

движения 

СИ: 

0,5 

2 У 

Х 
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t 0 T/4 T/2 3/4T T 
X 0 0,5 0 -0,5 0 
Y 2 0 -2 0 2 

 

Учли  

2 2t
t

Т T

π πω = ⇒ ω = ; 
2

4 2

T
t

T

π πω = ⋅ = . 

Пример:  

5
300 270 30

4 3

T
t

π= ⇒ = ° = ° + ° , 

60 5 60 300
3

π = °⇒ ⋅ ° = ° ; 360 300 60° − ° = ° ; 
1

cos60
2

° = . 

Ответ: 22 1 4Y X= − . 

Рекомендуемое задание №9 

Волна с периодом Т = 1,2 (с) и амплитудой колебаний А = 2 (см) 

распространяется со скоростью V = 15 (м/с). Чему равно смещение ξ(х, t) точки, 

находящейся на расстоянии х = 45 (м) от источника волн, в тот момент, когда от 

начала колебаний источника прошло время t = 4 (с)?  

Решение: 
Уравнение плоской волны: 

cos ( )
x

Y A t
V

= ω − . 

Циклическая частота связана с периодом: 

ω = 
2

Т

π
. 

Тогда уравнение движения плоской волны: 

2
cos ( )

x
Y A t

Т V

π= − . 

Подставим численные значения: 

Y = 
2 45

0,02cos (4 )
1,2 15

π −  = 
2 45

0,02cos (4 )
1,2 15

π −  = 
2

0,02cos
1,2

π
 =  

= 0,02cos
3

5
π = 0,02·cos300° = 0,02·0,5 = 0,01 (м) = 1 (см). 

Ответ: Y = ξ(х,t) = 1 (см). 

Рекомендуемое задание №10 

Волна распространяется в упругой среде со скоростью υ = 100 (м/с). Наимень-

шее расстояние, ∆x, между точками среды, фазы колебаний которых противополож-

ны, равно 1 (м). Определить частоту, ν, колебаний.  

Дано: 
А = 2 (см) 

Т = 1,2 (с) 

V = 15 (м/с) 

Х = 45 (м) 

t = 4 (с) 

Y = ξ(х,t) = ? 

СИ: 
2 10-2 (м) 
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Решение: 

Разность фаз колеба-

ний 2х точек среды: 

∆ϕ = 
2

x
π ∆

λ
.  (1) 

 

Длина волны связана с частотой колебаний соотношением: 

ν·λ = υ. 

Т. е. частота: 

ν = 
υ
λ

. 

Из формулы (1) длина волны: 

λ = 
2π ∆ϕ
λ

. 

Тогда частота колебаний: 

ν = 
2 x

υ⋅ ∆ϕ
π⋅ ∆

. 

Все данные известны, подставляем их в уравнение и получаем: 

ν = 
100

2 1

⋅ π
π ⋅

 = 50 (Гц). 

Ответ: ν = 50 (Гц). 

Домашнее задание №1 

Записать закон гармонического колебательного движения, если максимальное 

ускорение точки аmax = 49,3·10-2 (м/с2), период колебания Т = 2 (с) и смещение точки 

от положения равновесия в начальный момент t = 0 х0 = 25·10-3 (м).  

Решение: 

Уравнение колебания точки: 

или 

где ω – циклическая (круговая) частота гармонических 

колебаний, связанная с периодом следующим соотношением: 

 ω = 
2

Т

π
 = 

2

2

π
 = π (рад/с). (3) 

Дано: 

υ = 100 (м/c) 

∆ x = 1 (м) 

∆ ϕ = π 

ν = ? 

СИ: 

Дано: 

аmax = 49,3·10-2 (м/с2) 

Т = 2 (с) 

t = 0 

х0 = 25·10-3 (м) 

х(t) = ? 

СИ: 

х = Аsin(ωt + ∆φ) (1) 

х = Асos(ωt + ∆φ), (2) 

λ    2π 

х 

у 

х1 х2 

∆х  ∆φ 
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Скорость точки есть первая производная (дифференциал) координаты по времени: 

υ = х′ = 
dx

dt
 = 

( )( )cosd А t

dt

ω + ∆ϕ
 = –Аωsin(ωt + ∆φ). 

Ускорения точки есть вторая производная (дифференциал) координаты по вре-

мени или первая производная скорости по времени: 

а = х″ = υ′ = 
2

2

d x

dt
 = 

d

dt

υ
 = 

( )( )sind А t

dt

− ω ω + ∆ϕ
 = –Аω2

сos(ωt + ∆φ). 

Максимальное значение ускорения получим при условии: 

сos(ωt + ∆φ) = 1 или сos(ωt + ∆φ) = –1, 

тогда по модулю: 

|аmax| = Аω2 = 
2

2
A
Т

π 
 
 

. 

Отсюда найдём амплитуду колебаний координаты: 

А = 
2

max
24

а T
A =

π
 = 

2

22

14,34

2103,49

⋅
⋅⋅ −

 ≈ 0,05 = 5·10-2 (м). 

Т. е. раз амплитуда не совпала с первоначальным смещением, А ≠ х0, то есть 

смысл говорить о начальной фазе ∆φ. Начальная фаза колебаний зависит от формы 

записи. Если использовать формулу (1), то момент времени t = 0: 

х0 = Аsin(ω·0 + ∆φ) = Аsin(∆φ), 

откуда: 

∆φ = arcsin 0х

А
 
 
 

 = arcsin
2

max
24

а T 
 π 

 = arcsin
3

2

25 10

5 10

−

−

 ⋅
 ⋅ 

 = arcsin0,5 = 30° = 
6

π
. 

Окончательно закон гармонического колебательного движения: 

х = 5·10-2sin
6

t
π π + 

 
. 

Ответ: х = 5·10-2sin
6

t
π π + 

 
. 

Домашнее задание №2 

Колебания точки происходят по закону х = Аcos(ωt+ϕ). В некоторый мо-

мент времени смещение х точки равно 5 (см), её скорость 
•
x  = 20 (см/с) и ускоре-

ние 
••
x  = –80 (см/c2). Найти амплитуду, А, циклическую частоту, ω, период, Т, 

колебаний и фазу ωt + ϕ в рассматриваемый момент времени.  
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Решение: 

1) Полная энергия равна сумме кинетической и по-

тенциальной: 

Eпол = Eк + Eп = Eп max 

или 
2

2

m⋅ υ
 + 

2

2

k х⋅
 = 

2

2

k A⋅
. 

После сокращения на 2: 
2m⋅ υ  + 2k x⋅  = 2k A⋅    (1) 

где k – коэффициент квазиупругой силы, который равен: 

k = m⋅ω2. 

Подставим в (1): 
2m⋅ υ  + 2 2m xω  = 2 2m Aω  

или 

υ
2 + ω2х2 = ω2А2. 

Выразим амплитуду колебаний: 

2
2

2
A x

υ= +
ω

 = 
2

2
2

х
x+

ω
ɺ

. 

Подставим числа (с учётом 2й части задачи): 

А = 2
2

2

05,0
4

2,0 +  = 22 05,005,0 +  = 3105 −⋅  = 0,0707 м = 7,07 (см). 

2) Запишем уравнение движения в общем виде: 

x = Aсos(ωt + ϕ0). 

Уравнение скорости: 

υ = 
•
x= –A·ω ·sin(ω + ϕ0t). 

Уравнение ускорения: 

a = 
••
x  = –A·ω2 cos(ωt + ϕ0). 

Найдём отношение уравнения движения к уравнению ускорения: 

х

x
ɺɺ
= 

2

A ·cos

cosA

ϕ
− ⋅ω ϕ

= –
2

1

ω
, 

тогда циклическая частота равна: 

ω = 
х

хɺɺ−  = 
2

2

105

1080
−

−

⋅
⋅−−  = 4 (с-1). 

3) Циклическая частота связана с периодом: 

ω = 
2

T

π
. 

Дано: 

x = A·сos(ωt+ϕ0) 

x1 = 5 (см) 
•
x= 20 (см/с) 
••
x= –80 (см/c2) 

1) A = ? 

2) ω = ? 

3) T = ? 

4) ωt+ϕ = ? 

СИ: 
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Откуда период: 

T = 
2π
ω

 = 
4

14,32 ⋅
 = 1,57 (c). 

4) Из уравнения движения (1): 

cos(ωt + ϕ) =  
A

x
, 

откуда фаза колебаний: 

ωt + ϕ = arcсos
A

x
. 

Подставим числа: 

ωt + ϕ = arcсos
4

2

1050

105
−

−

⋅

⋅
 = arcсos

50

25
 = arcсos

2

2
 = 45° = 

4

π
 (рад). 

Ответ: ω = 
х

х
−
ɺɺ

 = 4 (с-1); T = 
2π
ω

 = 1,57 (c); А = 
2

2
2

х
x+

ω
ɺ

 = 7,07 (см); ωt + ϕ = 
4

π
 (рад). 

Домашнее задание №3 

Колебания материальной точки массой m = 0,1 (г) происходят согласно уравне-

нию x = Aсosωt, где A = 5 (см); ω = 20 (c-1). Определить максимальные значения воз-

вращающей силы, Fmax, и кинетической энергии, Tmax.  

Решение: 
1) Запишем уравнение движения: 

x = 5·10-2 сos20t. 

Уравнение скорости: 

υ = 
dt

dx
 = –Aωsinωt = –5·10-2·20sin20t = –sin20t. 

υmax = Aω. 

Уравнение ускорения: 

a = 
d

dt

υ
 = –Aω2

сos ωt = –20сos20t. 

amax = A·ω2. 

Сила по II закону Ньютона равна: 

F = ma 

или, если подставить вместо ускорения а значение уравнения ускорения, полученного 

ранее, то: 

F = –m·A·ω2 сosωt, 

но так как в условии задачи нужно найти Fmax (при |сos| = 1), тогда получаем: 

Fmax = m·A·ω2. 

Все данные известны, подставляем их в уравнение и получаем: 

Fmax = 10-4·0,05·202 = 20·10-4 = 2 (мН). 

Дано: 
m = 0,1 (г) 

x = Aсosωt 

A = 5 (см) 

ω = 20 (c-1) 

Си: 

10-4 (кг) 

 

5·10-2 (м) 

1) Fmax = ? 

2) Tmax = ? 
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2) Теперь найдём максимальную кинетическую энергию, Tmax: 

Tmax = 
max
2

2

m⋅ υ
. 

Подставим значение уравнения скорости, полученного ранее: 

Tmax =
2 2

2

A mω ⋅ ⋅
. 

Все данные известны, подставляем их в уравнение и получаем: 

Tmax =
2

1010520 4422 −− ⋅⋅⋅
 = 5000·10-8 = 50 (мкДж). 

Ответ: Fmax = 2 (мН); Tmax = 50 (мкДж). 

Домашнее задание №4 

Однородный диск радиусом R = 30 (см) колеблется около горизонтальной оси, 

проходящей через одну из образующих цилиндрической поверхности диска. Каков 

период колебаний?  

Решение:  

Запишем формулу периода физического маятника: 

T = 2π
ℓmg

J
 = 2π

mgR

J
.   (1) 

Момент инерции диска относительно оси симметрии: 

Jдиск = 
2

2mR
. 

По теореме Штейнера: 

J =  Jс +  mℓ2 = 
2

2mR
 + mR2 = 

2

3
mR2. 

Теперь подставим полученную формулу в формулу (1) и получим 

T = 2π
mgR

mR2

2

3

 = 2π
g

R

2

3
. 

Все данные известны, подставляем их в уравнение и получаем: 

T = 2·3,14
81,92

3,03

⋅
⋅

 = 6,28 0459,0  = 6,28·0,214 ≈ 1,346 ≈ 1,35 (c). 

Ответ: T = 1,35 (с). 

Домашнее задание №5 

Движение точки по кривой задано уравнением x = t3 и y = 2t. Найти уравнение 

траектории и полное ускорение точки в момент времени 0,5 (с).  

Дано: 

R = 30 (см) 

СИ: 

0,3 (м) 

Т = ?  



 

138 

Решение: 

1) Выразим время из уравнение движения по оси Х: 

t = 3 x . 

Тогда из данных соотношений между x, t и y получаем: 

y = 23 x , 

это и есть уравнение траектории. 

2) Теперь найдём полное ускорение: 

a = 22
yx aa + . 

Проекция ускорения на ось ОХ: 

ax = 
dt

d xυ
, 

проекция скорости на ось ОХ: 

υx = 
dt

dx
 = 3t2, 

тогда проекция ускорения на ось ОХ: 

ax = 6t. 

Проекция ускорения на ось ОУ: 

ay = yd

dt

υ
. 

Проекция скорости на ось ОУ: 

υy = 
dt

dy
 = 2, 

тогда проекция ускорения на ось ОУ: 

ay = 0. 

Отсюда полное ускорение: 

a = 036 2 +t  = 6t. 

Все данные известны, подставляем их в уравнение и получаем: 

a = 3 (м/с2). 

Ответ: y = 23 x ; a = 3 (м/с2). 

Домашнее задание №6 

Определить разность фаз, ∆ϕ, колебаний источника волн, находящегося в упру-

гой среде, и точки этой среды, отстоящей на x = 2 (м) от источника. Частота колеба-

ний равна 5 (Гц); волны распространяются со скоростью υ = 40 (м/c).  

Дано: 

x = t3 

y = 2t 

t = 0,5 (c) 

1) y(x) = ? 

2) a =  ? 

СИ: 
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Решение: 

Разность фаз колебаний 

2х точек среды, расстояние 

между которыми ∆х: 

∆ϕ = 
2

х
π ∆

λ
 = 

2 xπ
λ

, 

длина волны связана с частотой 

λ = 
υ
ν

. 

Теперь подставим значение полученной формулы в начальную формулу: 

∆ϕ = 
2 хπν

υ
. 

Все данные известны, подставляем их в уравнение и получаем: 

∆ϕ = 
2 3,14 5 2

40

⋅ ⋅ ⋅
 = 1,57 (рад). 

Ответ: ∆ϕ = 1,57 (рад). 

 

 

Дано: 

x = 2 (м) 

ν = 5 (Гц) 

υ = 40 (м/c) 

∆ϕ = ? 

СИ: 
λ    2π 

х 

у 

х1 х2 

∆х  ∆φ 
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Основные формулы, используемые в задачнике 
 

Кинематика 
 

• Средняя и мгновенная скорости материальной точки 

r

t

∆< ν >=
∆

�
�

, 
s

t

∆< ν >=
∆

, 
dr

dt
ν =

�
�

, 
ds

dt
ν = . 

• Среднее и мгновенное ускорения материальной точки 

v
a

t

∆< >=
∆

�
�

, 
dv

a
dt

=
�

�
. 

• Полное ускорение при криволинейном движении 

nya a aτ= +� � �
, 2 2

na a aτ= + . 

• Путь и скорость для равнопеременного движения 
2

0 2

at
s t= ν ± , 0 atν = ν ± . 

• Угловая скорость 

d

dt

ϕω = . 

• Угловое ускорение 

d

dt

ωε = . 

• Угловая скорость для равномерного вращательного движения 

2
2 n

t T

ϕ πω = = = π . 

• Угол поворота и угловая скорость для равнопеременного вращательного 

движения 
2

0 2

tεϕ = ω ± , 0 tω = ω ± ε . 

• Связь между линейными и угловыми величинами 

s R= ϕ , v R= ω , a Rτ = ε , 2
na R= ω . 

 

 

Динамика материальной точки и поступательного движения твёрдого тела 
 

• Импульс (количество движения) материальной точки 

p mv=� �
. 

• Второй закон Ньютона (основное уравнение динамики материальной точки) 
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dv dp
F ma m

dt dt
= = =

� �
� �

. 

• Это же уравнение в проекциях на касательную и нормаль к траектории 

точки 

dv
F ma m

dtτ τ= = , 
2

2
n n

mv
F ma m R

R
= = = ω . 

• Сила трения скольжения 

трF fN= . 

• Сила трения качения 

k
тр

f N
F

r
= . 

• Закон сохранения импульса для замкнутой системы 

1

n

i i
i

p mv const
=

= =∑
� �

. 

• Координаты центра масс системы материальных точек  

0
i i

i

m x
x

m
=∑
∑

, 0
y i

i

m y
y

m
=∑ , 0

z z

z

m y
z

m
=∑ . 

• Уравнение движения тела переменной массы (уравнение Мещерского) 

рma F F= +
� ��

. 

• Формула Циолковского для определения скорости ракеты 

0ln
m

v u
m

= . 

 

 

Работа и энергия 
 

• Работа, совершаемая постоянной силой, 

cossdA F ds Fds= = α . 

• Работа, совершаемая переменной силой, на пути s 

coss

s s

A F ds F ds= = α∫ ∫ . 

• Средняя мощность за промежуток времени  

A
N

t

∆< >=
∆

. 

• Мгновенная мощность 

dA
N

dt
=  или cossN Fv F v Fv= = = α . 
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• Кинетическая энергия движущегося тела 
2

2

mv
T = . 

• Связь между силой, действующей на тело в данной точке поля, и потенциаль-

ной энергией частицы 

F qrad= − Π
�

 или F i j k
x y z

 δΠ δΠ δΠ= − + + δ δ δ 

�� � �
. 

• Потенциальная энергия тела, поднятого над поверхностью Земли на высоту h 

mqhΠ = . 

• Сила упругости 

F kx= − . 

• Потенциальная энергии упругодеформированного тела 
2

2

kxΠ = . 

• Закон сохранения механической энергии (для консервативной системы) 

const.T E+ Π = =  

• Коэффициент восстановления 

n

n

v

v

′
ε = . 

• Скорость двух тел массами m1 и m2 после абсолютно упругого центрального 

удара 

( )1 2 1 2 2
1

1 2

2m m v m v
v

m m

− +′ =
+

, 
( )2 1 2 1 1

2
1 2

2m m v mv
v

m m

− +′ =
+

. 

• Скорость движения тел после абсолютно неупругого центрального удара 

1 1 2 2

1 2

mv m v
v

m m

+=
+

. 

 

 

Механика твёрдого теля  

 

• Момент инерции материальной точки 
2J mr= . 

 

• Моменты инерции системы (тела) 

2

1

m

i i
i

J mr
=

=∑ . 
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• Моменты инерции тел правильной геометрической формы (тела считают-

ся однородными; m – масса тела) 
 

Тело Положение оси вращения Момент инерции 
Полный тонкостенный цилиндр  
радиусом R 

Ось симметрии mR2 

Сплошной цилиндр или диск  
радиусом R 

То же  1/2mR2 

Прямой тонкий стержень длиной l Ось перпендикулярна стержню  
и проходит через его середину 

1/12ml2 

То же Ось перпендикулярна и проходит 
через его конец 

1/3ml2 

Шар радиусом R  Ось проходит через центр шара 2/5mR2 
 

• Теорема Штейнера  
2

0J J ma= + . 

• Кинетическая энергия тела, вращающегося вокруг неподвижной оси z 

2

1

2вр

z

T
j

=
ω

. 

• Кинетическая энергия тела, катящегося по плоскости без скольжения 

2 2
0 0

1 1

2 2
T

mv j
= +

ω
. 

• Момент силы относительно неподвижной точки 

M rF =  
� ��

; модуль момента силы: M F= ℓ . 

• Работа при вращении тела 

zdA M d= ϕ . 

• Момент импульса (момент количества движения) твёрдого тела относи-

тельно оси вращения 

1

m

z i i i z
i

L mv r J
=

= = ω∑ . 

• Уравнение (закон) динамики вращательного движения твердого тела относи-

тельно неподвижной оси 

dL
M

dt
=
�

�
, z z z

d
M J J

dt

ω= = ε . 

• Закон сохранения момента импульса (момента количества движения) для замк-

нутой системы 

constL =
�

. 

• Напряжение при упругой деформации 

F

S
σ = . 
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• Относительное продольное растяжение (сжатие) 

∆′ε = ℓ

ℓ
. 

• Относительное поперечное растяжение (сжатие) 

d

d

∆′ε = . 

• Связь между относительным поперечным сжатием (растяжением) ′ε  и относи-

тельным продольным растяжением (сжатием) ′ε  

′ε = µε . 

• Закон Гука для продольного растяжения (сжатия) 

Eσ = ε . 

• Потенциальная энергия упругорастянутого (сжатого) стержня 

( )
2

2

0

1

2 2

ES E
Fdx V

∆ εΠ = = ∆ =∫
ℓ

ℓ
ℓ

. 

 

 

Тяготение 

Элементы теории поля 
 

• Третий закон Кеплера 
2 3

1 1
2 3

2 2

T R

T R
= . 

•  Закон всемирного тяготения 

1 2
2

m m
F G

r
= . 

• Сила тяжести 

P mq= . 

• Напряжённость поля тяготения  

F
q

m
=
�

�
. 

• Потенциальная энергия гравитационного взаимодействия двух материальных 

точек массами m1 и m2, находящихся на расстоянии r друг от друга 

1 2m m
G

r
Π = − . 

• Потенциал поля тяготения 
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m

Πϕ = . 

• Связь между потенциалом поля тяготения и его напряжённостью 

q qrad= − ϕ  или q i j k
x y z

 δϕ δϕ δϕ= − + + δ δ δ 
. 

• Первая и вторая космические скорости  

1 0v qR= , 2 02v qR= . 

•  Основной закон динамики для неинерциальных систем отсчёта 

инma ma F′ = +
�� �

. 

•  Силы инерции 

ин и ц кF F F F= + +
� � � �

. 

 

 

Элементы механики жидкостей  

 

• Гидростатическое давление столба жидкости на глубине h 

p qh= ρ . 

• Закон Архимеда  

AF qV= ρ . 

• Уравнение неразрывности 

constSv= . 

• Уравнение Бернулли для стационарного течения идеальной несжимаемой 

жидкости 
2

const
2

v
qh

ρ +ρ + ρ = . 

Для трубки тока, расположенной горизонтально 
2

const
2

vρ +ρ = . 

• Формула Торричелли, позволяющая определить скорость истечения жидко-

сти из малого отверстия в открытом широком сосуде  

2v qh= . 

• Сила внутреннего трения между слоями текущей жидкости 

v
F S

x

∆= η
∆

. 
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• Число Рейнольдса, определяющее характер движения жидкости 

Re
d

v= ρ < >
η

. 

• Формула Стокса, позволяющая определить силу сопротивления, действую-

щую на медленно движущийся в вязкой среде шарик 

6F rv= πη . 

• Формула Пуазейля, позволяющая определить объём жидкости, протекаю-

щий за время t через капиллярную трубку длиной l 
4

8

R pt
V

π ∆=
ηℓ

. 

• Лобовое сопротивление 
2

2
x

x

C pv S
R = . 

• Подъёмная сила 
2

2
y

y

C pv S
R = . 

 

 

Элементы специальной (частной) теории относительности 
 

• Преобразования Лоренца 

2

21

vt
x x

v

c

′ = −
−

, y y′ = , z z′ = , 
2

2

2

/

1

t vx c
t

v

c

−′ =
−

. 

• Релятивистское замедление хода часов 

2

21
v

c

τ′τ =
−

. 

• Релятивистское (лоренцево) сокращение длины 

2

0 2
1

v

c
= −ℓ ℓ . 

• Релятивистский закон сложения скоростей 

21 /
x

x
x

u v
u

vu c

−′ =
−

, 

2

2

2

1

1 /

y

y
x

v
u

cu
vu c

−
′ =

−
, 

2

2

2

1

1 /

z

z
x

v
u

cu
vu c

−
′ =

−
. 
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• Интервал su между событиями (инвариантная величина) 
2 2 2 2
12 12 12s c t inv= − =ℓ . 

• Масса релятивистской частицы и релятивистский импульс 

0

2

21

m
m

v

c

=
−

, 0

2

21

m v
p

v

c

=
−

�
�

. 

• Основной закон релятивистской динамики 

dp
F

dt
=
�

�
. 

• Полная и кинетическая энергии релятивистской частицы 
2 2

0E mc m c T= = + , ( ) 2
0T m m c= − . 

• Связь между энергией и импульсом релятивистской частицы 

2 2 4 2 2
0E m c p c= + , ( )2

02pc T T m c= + . 

• Энергия связи системы 

2 2
0 0

1

n

св i
i

E m c M c
=

= −∑ . 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

0. О приближённых вычислениях 

При решении физических задач мы имеем дело с приближёнными число-

выми значениями. К ним относятся также многие константы, например 
29,8м/сg =  и др. 

В настоящее время в распоряжении студентов имеются различные счёт-

но-вычислительные машинки (калькуляторы, микрокалькуляторы), которые 

при вычислении дают большое число значащих цифр. Студенты должны пони-

мать, сколько цифр после запятой следует оставить, а остальные отбросить и в 

дальнейших расчётах не учитывать. Ниже приводятся правила приближённых 

вычислений. 

1. При сложении и вычитании результат округляется так, чтобы он не имел 

значащих цифр в разрядах, которые отсутствуют хотя бы в одной из данных. 

Пример: 3,351 2,45 1,2534 7,05.+ + ≈  

2. При умножении сомножители округляются так, чтобы каждый содер-

жал столько значащих цифр, сколько их имеет сомножитель с наименьшим их 

числом. 

Пример: 2,51 1,2 5,245 2,5 1,2 5,2.⋅ ⋅ ≈ ⋅ ⋅  

В окончательном результате оставляют такое же количество значащих 

цифр, как в сомножителях после округления. 

3. При делении соблюдается такое же правило, как и при умножении. 

Пример: 
6,24 6,24

.
2,124 2,12

≈  

4. При возведении в квадрат (или куб) в результате берётся столько зна-

чащих цифр, сколько их имеет основание степени. 

Пример: 21,25 1,56≈ . 

5. При извлечении квадратного корня (или кубического) в результате бе-

рётся столько значащих цифр, сколько их имеет подкоренное выражение. 

Пример: 6,82 2,61≈ . 

Эти же правила следует применять при вычислении сложных выражений. 
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1. Основные физические постоянные (округлённые значения) 
 

Физическая постоянная Обозначение Значение 
Нормальное ускорение свободного падения g 9,81 м/с2 
Гравитационная постоянная G 6,67·10-11 м3/(кг·с2) 
Постоянная Авогадро Na 6,02·1023 моль-1 

Молярная газовая постоянная R 8,31 Дж/(моль·К) 
Стандартный объем Vm 22,4·10-3 м3/моль 
Постоянная Больцмана k 1,38·10-23 Дж/К 
Элементарный заряд e 1,60·10-19 Кл 
Скорость света в вакууме c 3,00·108 м/с 
Постоянная Стефана-Больцмана σ 5,67·10-8 Вт/(м2·

К
4) 

Постоянная закона смещения Вина b 2,90·10-3 м·К 

Постоянная Планка 
h 
ℏ  

6,63·10-34 Дж·c 
1,05·10-34 Дж·c 

Постоянная Ридберга R 1,10·107 м-1 
Постоянная Ридберга (штрихованная) R’ 3,29·1015 с-1 
Радиус Бора a 0,529·10-10 м 
Комптоновская длина волны электрона Λ 2,43·10-12 м 
Магнетон Бора µB 0,927·10-23 А·м2 
Энергия ионизации атома водорода Ei 2,18·10-18 Дж (13,6 эВ) 
Атомная единица массы а.е.м. 1,660·10-27 кг 
Электрическая постоянная ε0 8,85·10-12 Ф/м 
Магнитная постоянная µ0 4π·10-7 Гн/м 

 

2. Множители и приставки для образования десятичных  
кратных и дольных единиц и их наименования 

 
Приставка Приставка 

обозначение обозначение 
наимено-
вание русское 

между-
народное 

Множи-
тель 

наимено-
вание русское 

между-
народное 

Мно-
житель 

экса- Э E 1018 
деци- д d 10-1 

пэта- П P 1015 
санти- с c 10-2 

тера- Т T 1012 милли- м m 10-3 
гига- Г G 109 микро- мк µ 10-6 
мега- М M 106 нано- н n 10-9 
кило- к k 103 пико- п p 10-12 
гекто- г h 102 фемто- ф f 10-15 
дека- да da 101 атто- а a 10-18 
Примечание: Приставки гекто-, дека-, деци- и санти- допускается применять только в наиме-
нованиях кратных и дольных единиц, уже получивших широкое распространение (гектар, де-
калитр, дециметр, сантиметр и др.) 
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3. Некоторые астрономические величины 
 

Наименование Значение 
Радиус Земли 6,37·106 м 
Масса Земли 5,98·1024 кг 
Радиус Солнца 6,95·108 м 
Масса Солнца 1,98·1030 кг 
Радиус Луны 1,74·106 м 
Масса Луны 7,33·1022 

кг 
Расстояние от центра Земли до центра Солнца 1,49·1011 м 
Расстояние от центра Земли до центра Луны 3,84·108 м 
Период обращения Луны вокруг Земли 27,3 сут. = 2,36ּ · 106 с 
 
 

4. Скорость звука 

 
Среда Скорость, м/с 

Вода 1450 
Воздух (сухой при нормальных условиях) 332 

 

 

5. Плотность, ρ, газов (при нормальных условиях) 
 

Газ Плотность, кг/м3 
Водород 0,09 
Воздух 1,29 
Гелий 0,18 
Аргон 1,78 
Азот 1,25 
Кислород 1,43 

 

6. Плотность, ρ, твёрдых тел и жидкостей 
 

Твердое тело Плотность, г/см3 

Алюминий 2,70 
Барий 3,50 
Ванадий 6,02 
Висмут 9,80 
Железо (чугун, сталь) 7,88 
Литий 0,53 
Медь 8,93 
Никель 8,90 
Свинец 11,3 
Серебро 10,5 
Вольфрам 19,3 
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Цезий 1,90 
Каменная соль 2,2 
Латунь 8,55 
Марганец 4,7 
Платина 21,4 
Золото 19,3 
Висмут 9,8 
Уран 18,7 
Цинк 7,15 

Жидкость (при 15° С)  Плотность, г⋅/см3 
Вода ( дистиллированная при 4°С) 1,00 
Глицерин 1,26 
Керосин 0,8 
Ртуть 13,6 
Масло (оливковое, смазочное) 0,9 
Масло касторовое 0,96 
Сероуглерод 1,26 
Эфир 0,7 
Спирт 0,80 

 

7. Греческий алфавит 

 

Обозначение букв Название букв Обозначение букв Название букв 
A, α Альфа N, ν ню 
B, β Бета Ξ, ξ кси 
Г, γ Гамма O, o омикрон 
∆, δ Дэльта П, π пи 
E, ε Эпсилон P, ρ ро 
Z, ς Дзета Σ, σ сигма 
H, η Эта T, τ тау 
Θ, θ Тэта Υ, υ ипсилон 
J, i Иота Φ, ϕ фи 

K, x Каппа X, χ хи 
Λ, λ Ламбда Ψ, ψ пси 
M, µ Мю Ω, ω омега 
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8. Латинский алфавит (26 букв) 
 

Обозначение букв Название букв Обозначение букв Название букв 

A, a а N, n эн 
B, b бэ O, o о 
С, с цэ P, p пэ 
D, d дэ Q, q ку 
E, e е R, r эр 
F, f эф C, c эс 
G, g жэ T, t тэ 
H, h аш U, u у 
I, i и V, v вэ 
J, j жи W, w дубль вэ 

K, k ка X, x икс 
L, l эль Y, y игрек 

M, m эм Z, z зэт 
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